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HI 
Dil} 


对 流 形 之 闻 的 映照 可 很 自然 地 引入 能 量 的 概念 . 这 种 能 量 泛 函 的 临界 点 称 
为 调和 映照 . 开始 , 调和 映照 的 研究 是 和 极 小 曲面 的 理论 联系 在 一 起 的 . Bochner 
首先 将 调和 映照 理论 作为 广义 极 小 曲面 而 独立 出 来 . 但 是 , 重要 的 存在 性 和 正则 
性 理论 一 直 等 到 C. Morrey 在 上 世纪 四 十 年 代 晚 期 解决 著名 的 Plateau 问题 后 
才 建 立 起 来 . Morrey 的 理论 深刻 地 影响 了 后 来 所 有 在 二 维 曲 面 上 调和 映照 的 工 
作 . 其 中 包括 Sacks-Ulenbeck 在 极 小 球面 的 基本 工作 和 不 可 压缩 极 小 曲面 的 工 
作 . 在 上 世纪 七 十 年 代 中 期 , 我 们 已 认识 到 调和 映照 理论 可 用 FE Teichmüller 
理论 和 Kahler 几何 . 

本 书 的 第 一 部 分 关注 黎 曼 面 上 的 调和 映照 , 讨论 了 我 们 感到 有 意义 的 内 容 ， 
概 不 能 全 地 忽略 了 很 多 重要 发 展 . 调和 映照 作为 恰好 可 解 的 模型 是 最 令 人 注目 
的 . 

高 维 流 形 上 的 调和 映照 理论 直到 上 世纪 六 十 年 代 中 才 由 Eells 和 Sampson 
取得 主要 突破 . 他 们 不 用 变 分 法 , 而 用 后 来 对 几何 产生 深刻 影响 的 热 方程 法 . 当 
目标 流 形 不 一 定 是 负 曲 率 的 时 候 , 正则 性 理论 的 建立 要 晚 得 多 ， 本 书 第 二 部 分 
的 头 两 章 中 , 我 们 展开 了 这 种 正则 性 理论 , 其 中 目标 空间 可 以 不 是 良好 的 流 形 . 
这 样 框架 下 的 正则 性 理论 是 由 本 书 第 一 作者 , 以 及 后 来 第 一 作者 和 N. Korevaar 
的 合作 发 展 起 来 的 . 在 上 世纪 七 十 年 代 初 , 第 二 作者 意识 到 Eells 和 Sampson 的 
定理 可 以 用 来 重新 证 明 Mostow 的 著名 刚性 定理 和 Margulis 的 超 刚 性 定理 . 但 


.ji . 序 


了 中 


是 , 这 个 目标 的 大 部 分 直到 上 世纪 八 十 年 代 末 才 达 到 . 本 书 第 二 部 分 的 最 后 一 
章 展 开 这 部 分 内 容 , 这 是 J.Jost 和 第 二 作者 的 合作 的 工作 . 在 七 十 年 代 中 , 我 们 
已 经 成 功 地 将 调和 映照 理论 应 用 于 负 曲 率 流 形 拓扑 的 研究 ; 那些 工作 也 在 第 二 
部 份 . 我 们 很 遗憾 , 由 于 时 间 限 制 而 没有 做 更 多 的 应 用 . 

1985 年 , 我 们 在 加 州 大 学 圣地 亚 哥 分 校对 调和 映照 研究 课题 作 了 系列 演讲 . 
演讲 的 大 部 分 内 容 都 收录 在 这 里 , 作为 本 书 的 第 一 部 分 .第 二 部 分 最 近 才 加 进 
去 , 收集 了 第 一 作者 博士 论文 的 部 分 内 容 , N. Korevaar 的 工作 和 第 二 作者 的 工 
作 , 以 及 我 们 将 调和 映照 应 用 于 几何 方面 的 工作 . 最 后 一 章 J. Jost 和 第 二 作者 . 

作者 特别 感谢 崔 嘉 勇 , 他 为 我 们 的 演讲 做 了 翔实 的 记录 , 从 而 形成 本 书 的 第 
一 部 分 . 
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第 一 章 ”曲面 的 调和 映照 


81. 映照 的 能 量 


Be (M",g), (N*,h) 是 Riemann 流 形 ，% 是 从 Mn 到 NF 的 C1 映照 , 度 
mg Mh A | 
ds = ` Jap(x)dx* dx” , ds*,; = ` hi;(u(x))du‘ du’. 
度量 h 在 映照 u FEAE u*(ds2,) 是 一 个 对 称 二 次 型 


ðu! Du a 
u*(ds%) = ` X Aii(u(Z)) 一 一 ) gza a) da“dz?. 


a, 3 
选取 正 交 向 量 场 以 及 它们 的 对 侦 1 一 形式 wt,- wr, 我 们 可 以 将 u*(d sår) 对 角 
化 ,使 w*(ds%) = Dr Alwe). 那么 ,有 意义 的 不 变量 是 和 1,… ,和 An ADOT BR ERI 
数 ,其 中 一 个 对 称 函 数 是 它们 的 迹 
jdu|? = Trasz (u*dsy) = 》 da. 
a=] 


我 们 称 |d ul? 为 映照 u 的 能 量 密度 ， vo anew oe 
2 op(y Ou’ Ou) 
dul? = > g 7)) > BF 
1,j,&, B 
注意 到 的 能 量 密度 不 依赖 于 M. 中 的 坐标 选取 
Na 的 万 外 一 个 对 称 函 数 , 例如 TT. 看 来 没有 导致 有 几何 意义 的 变 分 问题 


4: 第 一 章 曲面 的 调和 映照 


我 们 定义 能 量 泛 函 E(u) 为 
E(u) = J du dum, 
M 
其 中 dox = (detg)?da 是 M” 的 体积 元 . 那么 , 在 映照 空间 中 E 的 临界 点 称 
为 调和 映照 . 
附注 (1) 如 果 Ne = R* # E. hij = 045, 那么 


k 
E(u) = > | Ve Pons 
?一 工 


所 以 ，w 是 调和 的 充 要 条 件 是 Ax =0,i=1, ,k, 即 每 一 个 坐标 图 数 是 调 
和 的 . 

(2) WR M = [0,1] (MBS, u 是 N 中 的 曲线 ), ABA, u 的 能 量 是 E(w) = 
fidt, 并 且 E 的 临界 点 是 具有 常 速率 参数 化 的 测 地 线 . 注意 到 另 一 个 和 
EZA OE’, 定义 为 E'(u) = fp || llat, 它 给 我 们 相同 的 临界 点 一 一 测 地 线 . 但 
是 , 那些 测 地 线 不 具有 常 速率 参数 化 , 因为 E 和 参数 选取 无 关 . 


§2. 调和 映照 的 方程 
假定 将 等 上 距 地 藤 入 到 欧 氏 空间 R*. 我 们 可 以 将 映照 久 看 作对 任何 ze M 
满足 逐 点 限制 u(x) e N 的 坐标 函数 u = (ul, ut). 因此 ， 
k 
E(u) = Y` J Vut ?dvm. 


考察 调和 映照 的 一 个 好 观点 是 考察 E 在 限制 条 件 u(x) Ee N, vx e M 下 的 极 值 . 
从 而 , 我 们 得 到 调和 映照 方程 


, . Ou Ou 
t aß At _ ” 
Au — g A(z) (让 oo -r 0, t — 1 g.. k, (*) 


83. 曲面 上 的 问题 5. 


其 中 4 是 N 的 第 二 基本 形式 , 定义 为 A,(X,Y) = (DxY)+. AF (*) 中 的 第 二 
项 是 N 的 法 同 , 我 们 可 以 将 (*) 简单 地 写 为 (Au) = 0 并 满足 约束 条 件 . 在 
N 的 局 部 坐标 下 , 方程 (*) 变 为 

Au’ + geri (ula) oe oe =0, i=1.,..., k, 
其 中 Ti 表示 N 的 克 氏 记号 . 
§3. 曲面 上 的 问题 


本 章 的 其 余部 分 我 们 限于 研究 n = 2 的 情形 . 这 种 情形 的 最 显著 特征 是 能 
量 的 共 形 不 变性 : WR M 上 赋 于 度量 g = gagda%dx® FFAS 9 = e”g, v € 
C®(M). 那么 |dul? = e-2?|dwl? 并 且 Vdet§ = e” vdet9g 所 以 , E(u) = E(u), 
即 能 量 在 共 形 变换 下 不 变 . 

选取 M 上 的 等 温 坐 标 系 (x,y) E g = A(z,y)(dz? + dy’), 入 >0. 设 z= 
z 十 iy. ABA, 由 正定 问 的 等 温 坐 标 系 所 定义 的 共 形 结构 定义 了 一 个 复 结构 , 从 
而 使 (M, >) 是 一 个 具有 Kihler 度量 g = A(z)\dz|? 的 一 个 Riemann M. 能 量 的 
共 形 不 变性 意味 着 E(u) 只 依赖 于 M 的 复 结构 而 不 依赖 于 M 的 度量 g. 


84. Rado 定理 


定理 (Rado, 1930) 设 Q c R? 是 具有 光滑 边界 9Q 的 西区 域 . 对 任意 给 
ZHI EE o: S1 一 00, FE E—-HAFRBRu: D 一 Q, 使 在 OAD = S! 上 
u= o, 并且 u 是 一 个 微分 同 胚 . 


附注 在 所 有 保定 向 的 , 在 边界 OD 上 是 1- 1 并 且 连 续 的 同 胚 D 一 Q 中 ， 
Riemann 映照 定理 的 那个 映照 是 能 量 极 小 的 .如果 Q 不 是 凸 的 , 那么 上 述 定 理 
就 不 成 立 , 因为 如 果 映 照 $ 将 OD 中 一 操 的 一 个 小 邻 域 映 照 到 6Q 的 一 大 段 四 
进去 部 分 , 那么 在 00 的 四 部 附近 就 发 生 折 合 , 如 下 图 所 示 . 


.6 ， ”第 一 章 曲面 的 调和 了 映照 


WEAR u 的 存在 唯一 性 从 标准 的 偏 微分 方程 理论 得 到 . 因此 , 还 要 证 明 v 是 
PAST ALS (注意 到 调和 映照 不 一 定 保持 定向 ) .只 要 说 明 , 在 D 中 det J(u) 4 0, 
其 中 J(u) 是 w 的 Jacobi 行列 式 . 否则 , 假定 在 (zo,yo) € D, 


Ou, Ou2 
«(3 _ _0. 
Ou, Ou2 
Oy 
这 里 , 我 们 假定 u = (wi,w2), 6 = (61, 2), FFA wi,ws 分 别 是 d1, Q2 的 调和 延 
拓 , 即 在 DR, Au = 0 并 且 在 S! 上 u = 4. 那么 , 存在 (a,b) 关 (0,0), 使 得 


在 (Zo, Yo) 


o 
Jy om +buz2)=0 


令 h=au +buz. BA, h 是 调和 的 并 有 目 在 (zo,yo) 点 Vh = 0. 设 


< (au +bu2) = 0, 


S = {(x, y): h(x, y) = h(xo, yo) }. 


如 果 D\S 有 一 个 和 边界 OD 不 相交 的 连通 分 支 KK, 那么 ,在 aK Eh=0,M 
而 根据 极 值 原理 , 在 K 中 h = 0. 这 是 不 可 能 的 . 在 (20, yo) 的 一 个 小 邻 域内 至 
WA 4 条 从 (x0, yo) 出 发 的 曲线 都 延伸 到 边界 , 因此 ，6Dn S 至 少 包含 4 个 点 . 
为 一 方面 ，S 是 直线 wz 十 by = 0 在 映照 u 下 的 原 像 . 由 于 l 是 凸 的 , 直线 和 
80 的 交 只 有 2 个 点 . 这 样 ,，% HOD 上 的 4 个 点 映 到 OO 中 的 2 个 点 ,与 8 是 
1-1 的 假定 矛盾 . 所 以 u 是 局 部 微分 同 胚 , 它 又 是 逆 紧 的 , 从 而 是 微分 同 胚 . 


ax+by=0 


85. Hopf 微分 


Bu: M” 一 N* 是 调和 有 映照， 在 以 u(z) 为 中 心 的 法 坐标 系 中 , 由 于 
Ti (u(z)) = 0, 调和 映照 方程 化 为 Aui(z) = 0. 另 一 方面 ，Awi = 424. 如 


§6. 方程 的 复 形式 7. 


来 我 们 定义 oy Ou 
ol) = (5552) 


) Ou Ou 
p(z) = dhe (u(z) Oz Oz" 


考虑 到 p(z) 和 坐标 选取 无 关 ， dedi amie Vhi; NS, Ogle) = 0 (BN ofz) 
是 全 纯 的 ). 定义 P = v(z) dz?, 它 称 为 Hopf 微分 . 注意 到 o 和 局 部 坐标 z 的 
ARER, 而 yp 则 不 然 . 4 u 是 调和 的 时 候 ，G 是 一 个 全 纯 二 次 微分 . 由 于 


la) = Ge e = RT -| 学 | - 252. )). 


我 们 看 到 yp(z) = 0 的 充 要 条 件 为 wu 是 共 形 的 . 因此 , 更 = 0 的 充 要 条 件 为 u(M) 
是 入 中 的 分 支 极 小 曲面 (调和 并 且 共 形 等 价 于 极 小 ). 


命题 从 球面 出 发 的 调和 映照 凡 : .32 一 N 一 定 是 共 形 映照 . 


WEAR 我 们 来 说 明 S 上 没有 非 零 的 全 纯 二 次 微分 . 假定 © = ol(z)dz2 是 
S 上 的 全 纯 二 次 微分 . 那么 是 C = S?\ {oo} 上 的 整 图 数 , FFA yp dz? 在 
无 穷 远 处 是 正则 的 . 设 w = 2, 并 且 8 = yp(z(w))w-4dw?. 这 样 ，p(z(w)) wt 
TÆ w = 0 处 是 正则 的 , Æ w = 0 附近 yp(z(w)) < cwlt, 因此 , Æ z = œ 附近 
plz) < czt. 根据 极 大 模 原 理 B = 0. u 是 共 形 的 . 


推论 (1) 从 球面 到 球面 的 调和 映照 u: 52 一 3S2 一 定 是 全 纯 映 照 , 如 果 它 
保持 定向 , 否则 它 是 反 全 纯 映照 (2) 不 存在 从 球面 S? 到 正 亏 格 的 曲面 N? 的 非 
平凡 的 调和 映照 , RE N? 上 的 度量 如 何 . 

WEAR (1) 应 用 上 述 命 题 u 是 全 纯 映 照 或 反 全 纯 映 照 . 

(2) NEN HABA, oft u 的 提升 ( 即 Pot =u) MA N 共 
攻 等 价 于 C D, FFA ù CEZAREA. 不 管 何 种 情形 ，ii 产生 
了 一 个 S? 上 的 全 纯 函 数 , 由 极 值 原理 , 它 一 定 是 常数 . 


附注 可 以 构造 从 环 面 72 到 任何 曲面 的 调和 映照 . 


或 者 等 价 地 


86. 方程 的 复 形 式 


ui +t Ue 分 别 是 M, N ern 那么 M, N 上 的 度量 分 别 是 A(z del, p(w dal 


“8 . 第 一 章 曲面 的 调和 了 映照 


映照 u 局 部 表示 为 u = u(z). 记 


EES bbe 
那么 ， 
(各 各) (总 -总 ) 
ee (Bay) 
=o) 
at ey (| 下 | HED 
_ PE ( | u ) = 2(lðul? + Bul?) 
su) = § (Ga - S258) L laul? — Bul, 


其 中 J(w) Æ u 的 Jacobi 行列 式 . 因此 
|du|* = 2(2|ðu!? — J(u)) = 4ðu!? — 2J (u). 
现在 , 我 们 来 推导 调和 了 映照 方程 的 复 形式 . 设 u = +t, 这 里 7 是 具 紧 支 集 的 
C” HERR. 那么 ， 
E(u,) = (f Ouz|2Adady + J Du:|?Adzdy) 
= 4 J lOus| Adzdy — 2 人 J (uz) Adzdy. 
注意 到 fy T(ut)A dady = deg(uz) - vol(N). 所 以 , 对 任何 7 


一 4 2 | 
0 dt 人 [ðu] Adzdy ,0 


d 
g Elte) 


t= 


=4 /on 十 pun) luz 十 P(nzUz 十 UzNz)dzdy 


= 8 J Re(p(u)uste+ prluz|?)dzdy 


8 J Rel{—(puusz + paūz)uz — puzz + paluz|?}ijdzdy 


=8 | Rel(- Puzz 一 puuzuz)yldrdy 


§7. Bochner 公式 


从 而 , 我 们 得 到 调和 映照 方程 
uzz + (log p)uuzuz = 0, 


或 者 
Uzz 十 (log Pp) EUs 一 0， 
Een a HS HH. 


87. Bochner 公式 


WwW Ky, Kn 分 别 是 M, N 的 Gauss 曲率 . 那么 

Ku = -Am log, Ky = ~ Av logp, 

其 中 Ay = 438. 注意 到 
ðu? = Elu”, [8u]? = Euz}. 
所 以 , 我 们 有 
(log |u|”) .z = (log p — log A + log uz + log Usz)zz. 
我 们 还 有 
(log p)zz = ((log p)uuz + (log p)ztiz)z 
= (log p)uuuzuz + (log p)uauztz + (log p)uuzz 


+((log p)aztz )z, 
一 (log 和 )zz = SKm, 
(logus)z = (=) = -~((logp)uus); (应 用 (*)) 
= — (log P)uwtzuz — (log p)watzuz — (log p)utzz, 
(logtiz)-z = (=*) = ~((logp)a)z (应 用 (9) 


将 上 述 式 子 相 加 , 我 们 得 到 


A 
(log |Oul )2z = > KM + (log p)uatizts — (log p)uaUzuz 


入 — 
= 了 KM ~ 5K (lu? 一 |e!) 


= SIKm — KnJ(u)), 


10， 第 一 章 曲面 的 调和 映照 


从 而 , 得 到 相应 的 Bochner AÑ: 


Am log |Ou| = —Ky J(u) + Km, 


Am log |Ou| = Ky J(u) + Km. 


命题 函数 ðu F ðu AABFTRAARAFALES, 并 且 零 点 阶 数 是 
确定 的 . 


证 明 it A= ws. BRA, he =—(logp)yuzh. 定义 g(z) = —(logp)yuz 并 且 
设 5(z) 是 E = —g(z) 的 一 个 局 部 解 ; 如 
cle) = f Ea, 
其 中 x 是 原点 附近 一 个 坐标 邻 域 中 的 具 紧 文集 的 实 因数 . ABZ, 


™ 


(he*)z = geSh — eShg = 0, 
这 说 明 he 是 全 纯 的 , 并 且 het = 2 f(z), 其 中 np 是 hes 在 p 的 阶 数 ，f(2) 
在 p 附近 没有 零点 . UE. 
定理 假定 M,N 是 闭 的 . 如 果 ðu 不 是 恒 等 于 零 , 那么 


2 np = — deg(u)(29n — 2) + (29m — 2). 


aul(p)= 0 


如 果 ðu 不 是 恒 等 于 零 , 那么 


XO mp = deg(u)(2gw 一 2) + (29m — 2), 


pEM 
|Ou|(p)=0 


其 中 mo mp 分 别 是 |Owu|, |Bw| Ep 的 阶 数 . 


证 明 由 于 |6u| 的 零点 是 孤立 的 而 M 是 紧 的 , 在 M 中 存在 有 限 个 零 操 
pi ,Pk Xt e > 0 充分 小 , 设 Me = M \ UF- Delpi), 这 里 De(pj) EU py 为 
Ùb, £ 为 半径 的 圆 盘 .从 Bochner 公式 ， 我 们 有 


J Aloglauldou = — | KyJ(ujdvm + | Kmdvm. 
Me M- Me 


87. Bochner 公式 .11. 


根据 散 度 定理 , 我 们 有 


人 A log |Ou|duy = — fh, = tog |dulrdé, 


其 中 g 是 径 向 导数 且 Ce(p;) = OD-(p;). 而 在 De(p;) 中 [ðu] = |2% g;(z), 这 
里 gj(z) 是 C” ERR. 所 以 , 对 每 个 了 


J 9 log |Oulrd0 = 2r - np, + O(e). 
Ce (pj;) ) Or 
Pe 0, 我 们 得 到 


人 A log |Ouldvm = -Dm = 一 2T 2 Ny. 


laul(p)= 0 


万 一 方面 ， 


-j Kn J(u)duyy + | Kmdvm 
M M 
= —2r deg(u) - (2 — 2gn) + 27 (2 — 29gm). 
所 以 ， 
2 np = — deg(u)(2gn 一 2) + (29m — 2). 
asltp)= 0 
类 似 地 可 得 到 第 二 个 结论 
推论 GN =S?, HH M, S 被 赋 于 任意 度量 . 如 果 u: M> 52 是 调和 
映照 , 并 且 deg(u) > gm 一 1, MA, u 是 全 纯 的 . 
证 明 假定 ðu] 40, 那么 
o< J mp = deg(u)(0 — 2) + (29m — 2) 


_ PEM 
|Bu|(p)=0 


< —2(gm 一 1) 十 (29m 一 2) = 0, 


这 了 就 得 到 矛盾 . 所 以 ，|6wu| = 0, 从 而 u 一 定 是 全 纯 的 . 
推论 不 存在 T? 到 S52 的 映照 度 为 1 的 调和 映照 
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证 明 假如 ww 是 这 样 一 个 调和 映照 . 由 于 deg(u) = 1 > genus(T?) — 1 = 0, 
根据 前 面 的 推论 ，% 是 全 纯 的 , 即 ðu = 0. MA, J(u) > 0. 由 于 映照 u 的 度数 
为 1, 对 任何 正则 值 ge S?, #(w-1(q)) = 1. 男 一 方面 ，w 是 全 纯 的 , 所 以 是 一 个 
TLAM, 从 而 J(u) > 0 处 处 成 立 . 这 说 明 u ET? 和 5? 之 间 的 微分 同 胚 . 这 
是 不 可 能 的 . 

下 列 绪 有 果 说 明 保持 定向 的 调和 上 映照 一 定 是 分 支 覆 盖 . 

命题 设 以 :QcCcM 一 NN 是 M 的 连通 开 集 9 上 的 调和 映照 ， 如果 
J(u) > 0 并 且 J(u) ZO 中 不 恒 等 于 零 , 那么 J(u) 的 零点 是 孤立 的 . 如 果 存 在 
$ l, 对 任何 正则 值 ge N, #(u-'(q)) < 1, ABA, J(u) 的 任 一 零点 是 u 的 非 平 
FUR KR. 


证 明 根据 Bochner 77 


Alog loul =-2KyJ(u), RE |dul, |ðu| 40. 
Ou| 
假定 p 是 J(u) 的 零点 . 由 于 J(u) = dul? — ðu), 我 们 得 到 |Ou(p)|? = |du(p)|?. 
我 们 断言 Ou(p) = Ou(p) = 0. 为 此 , 假定 在 p 的 一 个 邻 域 中 |6ul2 > 0, [ðu] > 0. 
我 们 再 用 公式 


ou = 2 (lul? 
0g Dul N|Ou| Gare ) 


由 于 J(u) > 0, Bel > 1. 存在 正常 数 5 < 使 在 p 的 一 个 邻 域 中 


Our 1) < e( 10g HL), 


—2Kn J(u) < (Fa ul? 


所 以 , 我 们 有 


2 2 
A log Ia < c( log Sup): c> 0. 
ABA, 根据 文献 [Heinz] 中 引 理 6’ (J. D’Analy. Math. 5(1956/57)), 存在 正常 数 
d, RA 
J log Ou “de < c log au(o) |’ = 0. 

zxr lOul* |Ou(0)|? 


由 于 log eE > 0, log ul 这 就 得 到 在 p 的 一 个 邻 域内 J(u) = 0. HO 
三 0 


= = 0 
u|? |Ou|? 
的 连通 性 , 我们 得 到 在 Q 中 J(u) = 0. 这 样 , 我 们 证 明了 我 们 的 断言 up) 二 


§8.， 何 时 调和 映照 为 微分 同 胚 ? : 13- 


Du(p) = 0. 这 意味 着 J(u) 的 零点 集 和 |6ul，|6u| 的 公共 零点 集 是 一 样 的 . 从 前 
面 的 命题 知 |6wl|, u] 的 零点 是 孤立 的 ，J(uw) 的 零点 也 是 孤立 的 . 


根据 假定 ，p 是 utu) 的 孤立 点 . S V 是 p 的 邻 域 ,在 V\{p} J(u) > 0 
FFA VNw-i(w(p)) = {p}. 根据 Lewy 的 一 个 定理 , 如 果 uly 有 映照 度 1, 那么 
J(p) > 0, 这 得 到 矛盾 . ATLA, Æ V 中 deg(u) > 1, AT p 是 ww 的 非 平凡 分 支点 . 


附注 (1) 虽然 没有 T? 到 S? 的 度数 为 1 的 调和 映照 , 我 们 可 以 构造 映照 
序列 wi : T? 一 S?, 它们 的 能 量 趋 于 极 小 (= 47). 


设 Dae; D$, 分 别 是 T?, S? 中 以 Ei 为 半径 的 圆 盘 . PRR Ui : T? + S? 满 
Æ ui(De,) = S? \ DL, 并 且 w(T2\ Da) = DL. 当 e; 一 0, 映照 wu 的 能 量 趋 于 
Ar, 但 是 {us} 没有 收敛 子 序列 

(2) 从 T? 到 S? 的 度数 为 零 的 调和 映照 在 R3 中 常平 均 曲 率 曲 面 论 中 起 重 
要 的 作用 , 因为 它们 是 这 类 曲面 在 共 形 参数 下 的 可 能 的 Gauss 上 映照. 鉴于 Wente 
等 人 关于 R? 中 常平 均 曲 率 环 面 的 构造 , 更 透彻 地 理解 从 环 面 到 球面 度数 为 零 
的 调和 映照 是 很 有 意义 的 . 


88. {A AY We] FBR AR A Galt [el BR? 
下 列 定理 给 出 了 曲面 间 调 和 映照 是 微分 同 胚 的 一 般 准 则 


u Æ — FAD FF RE. 


证 明 & w = log Sur 那么 
Aw = —2Ky(|Ou|* — |du|*) 
Ju} dul 
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如 果 用 下 式 定义 w 
o lul jy 1 = Jou) «1d 
e" = u 并 注意 到 了 lg| = [dul - |u| 
(回想 Hopf 微分 的 定义 8 = 9(z)dz?). 我 们 导出 公式 
Aw = —Kylġl sinh w. 

现在 , 我 们 断言 J(u) > 0, ie. w > 0. 从 87 的 定理 的 第 一 个 公式 , 我 们 看 到 
lOu| 没有 和 零点. HI, w 有 下 界 而 达到 极 小 值 (除非 Ou = 0, 这 时 , 定理 是 显然 
成 立 的 ). 令 po 是 w 的 极 小 点 . 那么 ，Aw(po) > 0. 从 而 有 


-Kn (u(po))|@(Po)| sinh w(po) > 0. 


MAT wE po 是 有 限 的 , 必 有 \Ou(po)| > 0. 从 而 4(po) 4 0 FFB. w(po) > 0. 应 
用 强 极 值 原理 ，w(po) > 0. ATLA, J(u) > 0, 从 而 u 是 覆盖 映照 , 考虑 到 它 的 映 
照度 为 1 而 为 微分 同 胚 . 


89. 双 曲 曲面 的 映照 


下 列 定理 是 J. Sampson 的 结果 , 说 明了 对 双 曲 曲面 的 调和 微分 同 胚 , Hopf 
微分 确定 了 像 曲 面 (相差 一 个 等 距 ). 


定理 设 up, uz 分 别 是 从 (M,z) 到 (M, p) 和 (M, p2) 的 度数 为 1 的 调和 


mi. $e Ko = Kp = 一 1， 如 果 O,, 三 Bis, 那么 (ul o us)*pi = po, PP 
(M, pi) FIEF (M, po) (KER u, 和 u 同 伦 于 单位 映照 )， 
证 明 令 
w, = log [us| wz = log [ual 
|our|’ |Oug| 


由 假定 , 我 们 有 p(z) = 4pi(us(z))ur,ti, = 4p2(ue(z))ue,tie,. Bru, Aw; = 
\é|sinhw,, i = 1,2. 注意 到 w, wa 的 极点 产生 于 9 的 零点 .我 们 有 Ae 一 
ja(z)|- |z- p| 7r, 这 里 a(z) CAKE alp) 40. 所 以 ，wi(z) = my log [二 可 十 
IEM RS. 从 而 v = ww 是 光滑 的 . 我 们 来 证 明 v = 0. 否则 , 假定 v 在 某 些 点 
是 正 的 . $ 0, = {x € M, v(x) > 0}. Æ Q} P, Av = lġ|(sinh w — sinh w2) > 0. 
FFA, Av 是 光滑 的 (因为 sinh w 一 sinh we 由 Jacobi 行列 式 和 曲率 项 所 组 成 ). 
所 以 , v 是 次 调和 的 并 且 在 00, 中 w=0. 根据 强 极 值 原理 , Æ Q, 中 w=0, 得 


§10. Picard 型 问题 - 15- 


到 矛盾 . 所 以 , 处 处 有 v < 0. 类 似 地 ，w > 0 处 处 成 立 . 因此 ,vw = 0, wi = w, 
Boe = sal. F7i— Tail, Hel) = 4u, t, = 4poue,te,, A [ðu]: [ĝu] = 
\Ous|-|Oug|. 所 以 , 我 们 得 到 


[ðu] 三 |6uz| 和 10ui| 三 |0uo2|. (x) 
所 以 ，w Fus 的 能 量 密度 作为 函数 是 相等 的 . 
现在 , $ u: (M,z) > (M,p), p = p(u)|dul?. BBA, 
u*p = p(u(z))|uzdz + ugdz|" 
= p(u(z))(luz|? + |uz|*)|dz|? + 
p(u(z))(uzti,dz* + tzuz(dz)’) 
= p(|uz|? + |uz|*)|dz|? + +Re(®). 


(注意 : 这 是 引进 Hopf 微分 很 好 的 办 法 . 这 个 公式 很 清楚 表明 Hopf 微分 等 于 堆 
等 价 于 u 是 共 形 映照 的 条 件 ). 所 以 ， 


- 1 

uipi = A(z)(|Oui |? + [ðu )|dz|? + z RelBu ), 
~ 1 

u3p2 = A(z) (|ðu2| + |[ðuz2|)|dz|? + 5 Re(Puz). 


根据 假定 和 这 一 节 的 公式 (*), 在 M 上 utp, = ušp. 又 由 于 wi, uz 是 微分 同 胚 
因此 pa = (uz) ~*(uf)or = (u1 o va )*pi. 


§10. Picard 型 问题 


Picard 曾 说 明 从 C 到 S2\{p, q, 00} 的 任何 复 解 析 了 水 数 一 定 是 常数 . 因为 任 
何 这 样 的 函数 可 以 提升 为 一 个 从 C 到 D 的 全 纯 映照 , 而 得 到 矛盾. 更 一 般 地 ， 
自然 要 问 在 调和 微分 同 胚 下 ，C 和 D 是 否 是 等 价 的 . 
(1) E. Heinz (1950’s) 证 明 不 存在 从 D 到 具 平 坦 度量 的 C 上 的 调和 微分 同 胚 . 
注意 到 这 个 结果 是 他 的 关于 R 中 极 小 曲面 的 Bernstein 定理 的 证 明 的 关键 
(2) 猜测 : 不 存在 从 C 到 (D,p) 的 调和 微分 同 胚 , 这 里 关于 度量 p 的 截面 曲率 
K, = 一 1. 


附注 还 有 另 一 个 猜想 来 推广 上 述 Heinz 定理 : 不 存在 从 D 到 具 平坦 度 
量 的 C 的 逆 紧 调和 有 映照. 这 样 的 映照 u = (uu) 将 给 出 从 D 到 C2 的 映照 
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v = (v1,v2), 其 中 Rev; = u. 事实 上 , 存在 解析 函数 wu v2, 18 (v1, v2) : D > C? 
是 逆 紧 的 .这 个 猜想 和 极 小 曲面 论 中 的 一 些 问题 相关 . 如 对 这 个 问题 的 肯定 回 
答 将 意味 着 IR? 中 双 曲 极 小 曲面 不 可 能 逆 紧 地 投影 到 R. 


定理 不 存在 从 万 到 (NN,p) 的 调和 微分 同 胚 , 其 中 (N,p) 是 完备 的 , 且 曲 
率 K,>0. 


WEAR 假定 是 从 D, 到 (N, po) 的 调和 微分 同 胚 并 且 dist(u(0), 0(u(D,))) > 


R. 那么 , 只 要 说 明 
CR? 


ldu|*(0) > T7 
其 中 C 是 普 适 常数 . 根据 假定 , 我 们 有 [ðu]? > |5ul2, 以 及 
A log |Ou| = —K,J(u) < 0. (x) 


如 果 我 们 用 A = |9wl?|dzl? 在 D. 上 定义 Riemann 度量 和 , 那么 ， (*) 意味 着 它 
的 曲率 Ky > 0. 设 是 D, 中 的 曲线 . BRA, y 在 (D;,p) 中 的 长 度 为 


DO) = /Bules 
为 一 方面 ，v(7) 在 (N, p) 中 的 长 度 为 
Loum) = [|Z 


= [ ou" + 20u) as <2 [oles = 2ra) 
y Y 


ds < | ldulds 
y 


所 以 ，distx(0,9D,) > $dist,(u(0), A(u(D,))) > iR. 我 们 现在 需要 下 列 调和 孙 
数 关于 曲率 的 估计 (Cheng-Yau, CPAM 28, 333-354 (1975)): 


梯度 估计 假定 在 Bo 上 Riccy > —k, k > 0, BN Ricci 张 量 关于 度量 的 最 
小 特征 值 至 少 是 —k. WR h > 0, 在 Bo 上 Ah = 0, 那么 , 存在 常数 C = C(n) 


使 在 Bo 的 每 一 点 
IVh]? < C(n)(1 + ko?) 
h2 © (o-r | 
这 里 r = dist(0, p) < o. 我 们 将 这 个 估计 应 用 于 h(x, y) = x+ r. 根据 上 面 估 计 ， 
1 r? 4 R? 
ary SC a 或 lou?) > C7. 


这 就 证 明了 定理 . 


第 二 童 Teichmüller 空间 的 紧 化 


§1. 引言 


考虑 亏 格 为 g 的 拓扑 曲面 M 上 的 共 形 ( 复 ) 结 构 的 全 体 , 如 果 对 任何 两 个 结 
构 , 它们 间 有 一 个 同 伦 于 恒 等 映照 的 共 形 映照 , 那么 这 两 个 结构 是 等 价 的 . M 上 
这 样 共 形 结构 的 空间 称 为 Teichmüller 空间 Sg. Teichmüller 证 明了 当 g > 2 时 ， 
3, 同 豚 于 一 个 69 — 6 维 的 开 球 . 他 的 证 明 还 说 明了 在 S, 上 给 一 个 度量 , 这 个 
同 胚 可 被 沿 某 固定 基点 出 发 的 测 地 射线 的 径 映 照 所 实现 . 

特别 地 , 这 样 的 同 胚 给 出 了 将 Gs 紧 化 的 自然 方法 , 这 就 是 在 每 条 射线 上 加 
上 一 个 终点 . 记 所 得 到 的 69 — 6 ERARA S7. 一 个 自然 的 问题 是 ST 在 多 
大 的 程度 依赖 于 这 个 基点 , 据 此 , S, 可 被 紧 化 , 并 且 , 问 映照 类 的 群 作用 工 ET 
可 连续 地 延 拓 到 ST. Kerckhoff [K] 说 明了 沿 某 些 射线 的 几何 十 分 依赖 它们 的 基 
wo 并 当 g > 2 时 不 存在 到 S 的 连续 延 扼 . 

另 一 方面 , Thurston (iL [T], [FLP]) 在 曲面 双 曲 几何 的 基础 上 发 展 另 一 套 方 
法 .他 运用 可 测 叶 状 结构 , 这 是 该 曲面 的 拓扑 对 象 , 并 可 从 全 纯 二 次 微分 得 到 , 而 
不 依赖 于 曲面 的 共 形 结构 .Thurston 描述 了 下 列 方法 : 双 曲 度量 决定 了 可 测 叶 状 
结构 , 他 用 这 个 从 度量 到 可 测 叶 状 结构 的 映照 将 射影 可 测 叶 状 结构 的 拓扑 球面 
粘 合 到 拓扑 实心 球 Sy. 他 实际 上 说 明了 在 9, 中 趋向 于 无 穷 远 时 曲线 的 双 曲 长 
度 很 好 地 近似 于 它们 和 一 个 可 测 叶片 的 相交 数 . 这 就 给 出 了 S, 的 一 种 用 双 曲 
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长 度 比 来 定义 的 紧 化 S27*. 它 的 边界 是 叶 状 结构 的 射影 等 价 类 空间 . 因为 Sy 的 
Thurston AGE FAIR PAE Ze BE SL, ST? 不 依赖 于 曲面 的 共 形 结构 
TT BBR ARATE 【所 连续 地 作用 . 从 而 , ST M S Sm 是 不 同 的 , 尽管 二 次 微分 的 
射线 可 以 决定 射影 可 测 叶 状 结构 , 并 且 Teichmüller 已 经 描述 了 从 S, 到 全 纯 二 
KARTE BREE. Thurston H r 在 32* 的 不 动 点 (根据 Brouwer 不 动 点 定理 ， 
它 一 定 存在 ), 给 出 了 Dif+(M) K 的 每 个 连通 分 支 典 范 元 的 几何 刻画 ， | 
同时 , 曲面 间 的 调和 映照 已 被 用 来 研究 Teichmüller 空间 ; 从 一 张 双 曲 闭 曲 
面 到 为 一 双 曲 闭 曲 面 的 恒 等 映 照 同 伦 类 中 存在 唯一 的 调和 映照 , 而 与 这 样 一 个 
映照 相 联系 的 是 始 曲面 上 的 全 纯 二 次 微分 始 曲 面 上 男 定 一 个 基 度 量 ， 而 将 靶 
曲面 的 度量 在 S, 上 变化 , 可 以 得 到 从 S, 到 Qo 的 映照 H ,其 中 Qo 表示 关于 
固定 基 度 量 的 全 纯 二 次 微分 的 空间 . 我 们 将 看 到 这 是 一 个 到 关于 基 度 量 的 全 纯 
二 次 微分 的 空间 同 胚 ， 从 而 Qo 提供 了 S, 的 一 个 参数 化 . 在 M. Wolf 的 博士 
论文 中 [W], 证 明了 用 在 全 纯 二 次 微分 的 空 s 间 射线 加 上 无 穷 远 RH ALA Sy 的 
Thurston kE AA: 对 一 个 双 曲 度量 量 , Wolf 确定 了 对 应 于 该 调和 映照 的 二 
次 微分 的 可 测 叶 状 结构 ,并 且 证 明 曲线 的 合 痕 类 的 射影 长 度 的 集合 和 曲线 的 合 痕 
拓 的 射影 测度 渐 近 一 致 . 在 以 后 的 几 节 中 ,我 们 将 详细 研究 Wolf 的 工作 . 


§2. Teichmüller 空间 


BM 是 亏 格 为 9 > 1 的 光滑 定 同 闭 曲 面 , 度量 为 p. ABA, 我 们 可 以 找到 
唯一 的 M ER PRX o, 使 得 曲率 Kep = —1, 或 (M,e’p) 有 双 曲 度量 . 这 意味 
A M 上 的 复 结构 确定 了 M 上 的 唯一 双 曲 度量 . 从 而 我 们 定义 下 列 记号 : 

M= M 上 Riemman 度量 的 空间 . 

M= M 上 双 曲 度量 的 空间 . 

Diff" (M) = M 上 保持 定 癌 的 微分 同 胚 群 . 

Diffo(M) = M EAR TEZIA RERE. 

T = Diff" (M)/Diffo(M), SHIB. 

我 们 有 下 列 事实 : 

M 是 M 上 二 阶 对 称 张 量 从 TT(T*M OT*M) 的 开 子 集 . 

M- 是 M 中 的 无 限 维 超 曲面 . 

Diffo(M) 是 包含 恒 等 变换 的 Dif (M) 的 连通 分 文 . 

Diff" (M) 和 Difo(M) 在 Mı 上 的 作用 由 下 列 方式 定义 ; 
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p:M-ı > M-ı, elel =p*p, Korp = Kpop. 


由 于 这 个 作用 Mı 是 无 限 维 的 . 
iE, Teichmüller 空间 和 定义 为 商 空间 


S, = M_1/Diffo(M), 


而 模 空间 定义 为 商 空间 


Ry = M-_1/Dif" (M). 
由 于 了 Æ S, 上 的 作用 , Teichmüller 空间 和 模 空间 的 关系 为 
MM_1 /Diffo (M) 


P= Dist (wo) /Dio(M) — 


我 们 的 目的 是 证 明 Teichmüller SAGAR M 上 的 全 纯 二 次 微分 空间 
Q;9 8) 在 这 一 节 , 我 们 构造 一 个 从 [pl s S 的 一 个 邻 域 到 R59-6 中 一 个 开 集 
的 局 部 微分 同 胚 . 在 每 一 点 pe Ma 作用 的 截面 S, C M_ 是 M 的 Ce 
子 流 形 ， EBT BAT Mı 上 某 度 量 正 交 于 ) 通过 p 的 Diffo(M) 的 轨道 
Q, = Diffo(M)-p. Q, 是 C” 闭 子 流 形 , 它 的 切 空间 为 


T,Q, = {h E T(T*M © T*M) : h = Lxp, X Æ M EAD BH}, 
即 关 于 光滑 向 量 场 的 p 的 李 导 数 的 (0,2) 型 对 称 张 量 . 注意 到 


Lxp = TCO = dX gt Xi si)dr' dr’. 
2,3 
wpeM, = 2 gsjdr' dr’. HBA, plevo ET(T*M © T*M), FFA pilioo : 
h = hijdridzi.， 我 们 现在 在 M 和 T,M 上 引入 Riemann 度量 (hi,h2) = 
f (hi, he), dup. 从 而 M 和 ToA 成 为 无 限 维 Riemann 流 形 . 那么 , 在 这 个 度量 
F, 截面 S, IEF T,0,. 设 he S, HA X* = Xidz: EXAT ASD X 的 
1 形式 . 如 果 , 对 任何 X, h LLxp, 我 们 有 (运用 关于 po 的 正 交 基 ) 


0 = 人 2 hij (Xij + X53 )dv = 2 [x hij Xi,3 dv 
用 分 部 积分 , 我 们 得 到 , 对 任何 X 
人 dd hij:j)Xidv = Q. 
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AF, 
K, = -79 (911,22 — 2912,12 + 922,11) + KF V9; 的 二 次 项 ， 
其 中 p= 并 ;gidzidzi € M_i, g = det(gij). 由 于 K, = —1, 并 且 Vgij 的 二 次 
项 在 法 坐标 中 一 点 为 零 , 我 们 得 到 


1 
g := det(g) = z (911,22 — 2912,12 + 922,11). 


进而 ，9 = gTr,(h), 其 中 hi; = oj; = 告 gjlt=0， 所 以 g Trp(h) = 3(hi1,22 一 
2hi2.12 + hee). 又 因为 hi2,12 + h22,22 = 0, hi2,12 十 hi1,11 = 9, 在 一 点 9= 卫 我 
们 有 Tr,(h) = 于 (hail,22 + h22,22 十 jial1,11 + h22,11)- ALA, A,Tr,(h) = 2Trp(h). AR 
据 闭 曲面 上 的 极 大 值 原理 , 我 们 得 到 Tr (h) = 0 (无 迹 条 件 ) . 注意 到 这 个 条 件 
表示 了 体积 形式 在 精确 到 一 阶 量 下 是 逐 点 保持 的 . 因此 


2 
T Sp = {heT(T*MOT*M): > hijj =0,Trph = 0}, 
j=1 
对 h= hıidz? +2 hiı2dzdy +həzdy? E TpSp, Z=2+1y, 定义 p, = (hii—? hi2)dz”. 
容易 说 明 更 是 良 定 的 并 且 是 全 纯 的 . RZ, 如 果 O, BEAN, 那么 ，h ER 
度 和 无 迹 的 . 设 Q, 表示 (M, p) 上 全 纯 二 次 微分 空间 . 我 们 知道 


dimcQ =39 一 3，dmRQ =6g-6, g= M 的 亏 格 . 


所 以 , 不 难看 出 S, A 6 9-6 维 的 光滑 流 形 结 构 . 进而 , 在 M 上 的 度量 (hi, ho) = 
Ju (hi, ha), dvp 给 出 了 S, 上 的 目 然 Riemann 度量 (Weil-Peterson 度量 ). 这 是 
不 完备 的 . 


§3. S, 微分 同 胚 于 Qo 


设 o 是 从 (M, po) 到 (Mp) 的 度数 为 1 的 映照 . WR K, < 0, 那么 根据 后 
面 将 要 证 明 的 Eells, Sampson 和 Hartman 的 定理 , 存在 同 伦 于 o 的 唯一 调和 映 
H u 设 K, = -1, P 是 (M,p) ES, 中 的 等 价 类 .定义 从 Se 到 (M, po) 上 的 
全 纯 二 次 微分 空间 Qo? 的 映照 K 为 HIP) = bu, RRK H 是 民 定 的 . 
设 bp € Diffo(M), 那么 ugep = 61 0 up. 由 于 ot 是 从 (M, p) 到 (M9$*p) 的 等 
E, 我 们 看 出 Dup = Bw, 所 以 H BREN. 进而 , 根据 第 一 章 , 89 的 一 个 定 
Æ, Xt 是 1 一 1 的 . 
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定理 H 是 微分 同 胚 , 


证 明 Xt 的 光滑 性 留 作 习题 . 只 要 证 明 HW 是 逆 紧 的 (由 于 S, 和 Qu 是 Co 
相同 维 数 有 限 维 流 形 , 逆 紧 性 意味 着 H 是 满 的 ). {P} 是 3, 中 的 发 散 序列 
我 们 来 证 明 {X(P;)} 在 Qo PRATES. 否则 , 我 们 有 有 界 序列 {KX(P,)}. 设 
uj ZED (M, po) 到 (M, p;) 的 调和 映照 , 其 中 (M, p) SEP; 的 一 个 表示 . 由 假 
E, {8u} 在 Qo PAR. 因此 , 对 任何 j 


|®u;| = |Ou,;| oujl < C. 


我 们 现在 用 Bochner 公式 来 证 明 {w;} 一 阶 导 数 的 一 致 有 界 性 .首先 将 极 小 值 
原理 用 于 公式 Alogleu|l = J(u) — 1 < [ðu]? — 1 得 到 |8w|l > 1 处 处 成 立 . 将 此 
式 和 上 式 联 立 得 到 |6wj| < C. 将 同一 公式 在 ðu) 的 极 大 点 po BUA, 我 们 得 到 


\Ou,;|*(po) < |ðu;| (p0) +1 <C +1. 


Br, u; 的 能 量 密度 有 界 . 这 意味 着 , 对 任意 两 个 点 my €M, w(x) Au;ly) 
在 (M, p;) 中 的 距离 是 一 致 有 界 的 . 换言之 ， diam(M, p;) < C". 注意 到 Ko = 
{(M, p) E€ Ry : diam(M, p;) < C} 在 模 空 间 R, 中 是 紧 的 , 即 直 径 是 模 空间 中 的 
DUAR. War 是 Sy BR, 的 投影 . 假定 在 S, FP; >œ. 由 于 {r(P)} 落 
TER, 的 一 个 紧 集中 , 存在 一 个 子 序列 {7 并 且 {77} CT, 使 得 {07 := py} 
收敛 于 一 个 双 曲 度量 o. 映照 序列 w := yy” ouj 是 从 (M, po) 到 (M, 05) HA 


特别 地 , 在 同一 个 同 伦 类 中 , 有 无 穷 多 个 {vj,}. 由 于 vy 同 伦 于 yx, 而 与 {9;} 
在 工 趋 于 无 穷 相 矛盾 . 证 毕 . 
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Thurston 用 粘 合 一 个 射影 可 测 叶 状 结构 于 S, 的 方法 得 到 S, WAT S7% 
(关于 这 方面 内 容 的 参考 文献 见 Fathi, A., Laudenbach, F. 和 Poenaru, V., Traveaux 
de Thurston sur les surfaces, Astersque (1979): 66-67). S, 的 Thurston 紧 化 不 
依赖 于 S, 中 基点 的 的 选取 , 并 且 T 在 S, 的 作用 可 延 拓 到 ST. 应 将 它 和 9, 
的 Teichmiller 紧 化 相对 照 ; 将 无 穷 远 点 添加 到 Sg FE Qo 的 租 和 人 就 得 到 一 个 紧 
化 S30 (不 同 于 前 面 的 描述 ). 这 依赖 于 S, 中 基点 的 选取 , 并 且 工 在 S, 中 作 
用 不 能 连续 延 拓 到 O37 0 (Kerckhoff, S., The asymptotic geometry of Teichmiiller 
space, Topology 19 (1980), 23-41). Michael Wolf 在 他 的 博士 论文 中 (Stanford 大 
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学 , 1986) 讨论 了 两 种 紧 化 的 关系 . AART HRA A, 在 Qo 的 射线 上 加 上 无 
穷 远 点 得 到 的 Teichmüller 空间 紧 化 和 Thurston 的 Teichmüller 空间 紧 化 是 一 
致 的 . 这 里 来 详细 说 明 . 定义 


B Qo = {8 € Qo: ||Pll2 < 1}, 
S Qo = {® EQ): | ® || > = 1}, 
B Qo = BQo U SQo 并 用 Qo 的 拓扑 ， 


并 且 以 


qp- AMP) (wo 
H(P) — 1 + 4||H(P)| (= raje) 


定义 映照 H : S, 一 BQo. BA, H 是 到 BQ) WEE. MH HH So 等 价 于 BQo, 
我 们 定义 S, 的 新 的 紧 化 为 


—h m 
S40 = Sy USQo = BQ. 


ABA, So E 同 胚 于 S97” 因此, 3 S o = 9, peA (M, po) 的 选取 无 关 , FFA T Æ 
S, 上 的 作用 和 全 能 连续 延 折 到 村 ， 当 然 ， x, . 这 个 构造 给 出 了 Teichmüller 
空间 S, 的 从 S 的 每 一 点 P 的 Thurston ane 内 射线 结构 . 


§5. 可 测 叶 状 结构 


设 M 是 紧 致 无 边 的 亏 格 为 9> 1 的 Cee 曲面 . M 上 的 可 测 叶 状 结构 F Æ 

具有 不 变 横 截 测度 (具有 限 奇 点 ) 的 叶 状 结构 . 这 意味 着 如 果 局 部 坐标 系 将 下 的 
叶片 映 到 R? 的 水 平 弧 , Ro 上 的 转换 函数 具 形 式 $i;; = (f(z, y),cty), 这 里 是 
BA. 可 允许 奇 点 是 “p 一 尖 点 马鞍 形 ”，p > 3. 它们 在 拓扑 上 是 将 p MEG 
着 水 平 边沿 粘 合 的 结果 ( 见 下 图 ). 值得 指出 那些 奇 点 拓扑 上 和 线 场 zz-2dz2 > 0 
E z = 0 发 生 的 奇 点 是 一 样 的 . 
如 果 F 是 可 测 叶 状 结构 ，y 是 简单 闭 曲 线 , 那么 S, F BEM A “ym” y 
的 全 变 分 , Bll y 关于 横 截 测度 的 积分 . iF, y) 是 fF y 在 合 痕 于 y 的 所 有 
简单 闭 曲 线 变化 时 的 下 确 界 . 它 称 为 y A F 的 相交 数 . 对 两 个 可 测 叶 状 结构 F 
和 F, 如 果 对 所 有 的 简单 闭 曲 线 y, ilF y) = i(F’,7), BRA, FAF 是 测度 
等 价 的 . 记 MF 为 叶 状 结构 的 测度 等 价 类 空间 . 如 果 存 在 常数 b, 使 对 任何 y, 
i(F,y) = bi(F’,y), BA, FA PF 是 射影 等 价 . 叶 状 绪 构 的 射影 等 价 类 空间 记 
WPF. 


§5. AYMARA - 23 - 


= 6 


定理 (Thurston) MF PET 69-6 维 实心 球 ; PFET 6g— 7 维 球 
面 . 


对 Qs 中 ((M, co) 上 全 纯 二 次 微分 空间 ) 的 任何 全 纯 二 次 微分 $dz?, 自然 
人 存在 对 应 于 db dz? 的 平坦 度量 ; 局 部 地 它 恰 为 \b(z) dz?|. Æ $dz? 奇 点 以 外 有 一 
个 自然 的 共 形 坐标 w = utiv, 其 中 dw? = 9(z) qdz?. u = BR 和 w= 常数 的 
曲线 分 别 定义 了 有 具有 横 截 测度 为 w*|dul 和 w*|dv| 的 叶 状 结构 对 .它们 不 难 被 
延 拓 到 p(z) = 0 处 , 从 而 给 出 了 一 对 附着 于 odz? 的 横 截 (奇异 ) 叶 状 结构 对 , 分 
别称 为 odz? 的 水 平 叶 状 结构 和 垂直 叶 状 结构 .在 $dz? 由 调和 映照 确定 的 情 
MP, WR z= z+iy 并 且 2, 2 Eol) 40 的 邻 域 中 和 叶 状 结构 相 切 , 那么 ， 
be 和 E 是 微分 dw 的 极 大 拉 伸 和 极 小 拉 伸 方向 , 并 且 


sae =} 


0 12\  ， 
waa | de ) 
其 中 dz? 的 系数 为 由 z = 常数 和 y= 常数 的 叶 状 结构 确定 的 横 截 测度 . 


定理 (Hubbard 和 Masur [HM]) 给 定 Riemann 面 M 和 可 测 叶 状 结构 
F, 那么 在 M 上 恰好 有 一 个 二 次 微分 , 它 的 重 直 叶 状 结构 测度 等 价 于 F. 


HFH: S> Q 是 同 胚 , 向 量 空间 Qo NS, 以 及 其 中 特殊 子 流 形 , 提 
供 了 以 o 为 中 心 的 坐标 . 特别 地 , 设 Bo 是 (Mio) 上 非 零 全 纯 二 次 微分 . 那么 
t®Bo,t > 0 Q, 中 以 0 为 顶点 的 一 条 射线 . 借助 于 H, tbo 确定 了 一 族 满足 
H(p) = t®o, po = 0 的 度量 {o}, 使 得 pt 在 Sg 中 是 发 散 的 . 万 一 方面 ， to 也 
确定 了 M 上 的 一 族 可 测 叶 状 结构 . 令 F,(t8o) 和 F,(t®o) 分 别 表示 由 tO 确 
定 的 垂直 和 水 平 叶 状 结构 


“Fall, 
Tilp 
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86. {p} 和 {F,(t®o)} 间 的 渐 近 关系 


这 一 节 我 们 考察 带 边 的 双 曲 柱 面 M, 其 中 {p} 和 {f(tB0)} 都 有 显 式 表 
示 , 以 此 为 例 描 述 {p} ALF, (t8o)} 4 t> oo 时 的 渐 近 关系 . 

例 1 设 (M,o) 是 ry- 平面 中 的 矩形 [-1,1] x [0,1], 它 的 度量 为 ds? = 
dx? + dy?, 而 (M,p:) 是 w—-Fi PA [— cosh t,cosh*t} x [0,1], 它 的 - 
度量 为 ds? = du? + Sude, AE, 二 个 矩形 的 顶 和 底 分 别 被 等 同 . 于 是 有 
Kp =-1WUk& K, =0. 


w(x, y) = (u,v), u=u(Z), v=y 
l A N i 
] 
-1 a —cosh ' cosh 'f " 
2 2 2 2 2 cosh” u 2 
ds, = dz* + dy ds), = dl + a 


度量 pi 已 标准 化 , 使 曲线 u = tcosh 上 有 pa- KE 1, 而 u = 0 的 曲线 
有 pt 一 长 度 s = 二 我 们 寻找 调和 映照 w : (M,o) 一 (M, pr), 满足 边界 条 件 
w( 土 1,y) = ( 士 cosh”'t,y)， 根 据 解 的 对 称 性 ， 所 要 求 的 调和 上 映照 有 形式 w = 
utiv,v=y,u= u(x). FF, Euler-Lagrange 方程 化 为 


1 
( u(x) = 342 sinh 2u 


lo = 0, u(l)=cosh™* t. 


f u(x) = z cosh™! t + (z) 
| B(0) = 0 = 8(1), 
使 B(x) 表示 映照 和 仿 射 伸缩 的 变 差 . ALA, XT u > 0 


l 
B” (x) = >42 sinh 2u > 0. 


§6. {or} 和 {F(tB0)} 间 的 渐 近 关系 .25. 
从 而 B(x) 是 z 的 凸 函数 , 并 且 8 < 0. MA, 


1 
o< [B= B10) - (0) = wa) wo) 
1 1 1 1 | 
i . eo . — 
ae J, sinh 2udz < a2 | sinh(2zcosh t)dz (WA 8 <0) 
1 1 


1 
= 一 -一 一 一 一 coshl2z cosh! t | 
2t? 9 cosh it ( 0 


1 
E cosh!¢ #2cosh~!t 
所 以 , RITS B(0) = B(1), 8 <0, FHE 0 < 8'(1) - B'(0) 一 0, 这 意味 着 B'(1) > 
0>B(0) 以 及 


一 0 当 too. 


B'O + |B’(0)| = 0 当 to. 
考虑 到 6 的 凸 性 , 这 意味 着 
当 t 一 oo 时 8—0. 


StRAN, w=ut+iv 和 仿 射 伸缩 相差 很 小 . 我 们 可 用 下 列 垂直 可 测 叶 状 结 
构 的 语言 来 重新 描述 这 点 . 
与 pt 相关 的 全 纯 二 次 微分 Hlp) = Bt 由 


1 
® = 7 ( 


0 


Ux ~~ 
Ox 


bail) 
给 出 . 它 有 一 个 垂直 叶 状 结构 , 被 zy 一 平面 中 x = 常数 的 曲线 给 出 , 并 且 它 的 垂 
直 横 截 测度 是 
2 2 、 ż 
(lal, leap.) la! 


其 中 系数 既是 实 的 又 是 全 纯 的 , 从 而 是 常数 .这 样 , AEB ERB y : a < 
z <b, 这 条 线段 的 垂直 测度 是 
ð 


i(Fy(®:), y) = f Ux a 


- f 3| 9 
”2 “Oz 


2 ð 12 \$ 
2) 
pt Oy pt 


O12 1 
v, =— 上 
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其 中 当 t > co 时 
ð COs 2 u — 
lvs ae llo _ ISI, _ cosy u _ cosh? (x cosh ‘t+ B) 
Jun = l2, gu (cosh™* t + 8’)? t2(cosh t+ 8’) 


e2r log t peu 
~ 一 -一 ~ 一 一 一 一 一 0 
t2(cosh “t+ 8’)? t2(cosh t + p)? 
男 一 方面 , w(Y) 的 pi 一 长 度 是 
b o 


Oz 


ip (w(r)) = | 


T. 
Pt 


所 以 
i( Fy (®:), y) > 
1 


2 lp: (w(7)) 
由 于 ©, 的 关于 dz? 系数 是 常数 ( 固定 t), 我 们 有 


l. 


i(Fy(®:), 7) = a(c(t)|dz|, y) = c(t)(6 — a), 


这 里 c( 是 和 y 无 关 的 常数 . 那么 上 述 渐 近 公式 意味 者 
——ty,(w(7)) > c 
所 以 , 我 们 能 说 w 的 变化 和 仿 射 映照 相差 很 小 : 概 而 言 之 ， zy- 平面 中 的 在 
wx(pi) 度量 下 被 等 分 的 垂 线 将 收敛 于 在 横 截 度量 |dz| 下 被 等 分 的 垂 线 . 进而 ， 
我 们 可 以 说 明 : 给 定 任何 一 段 弧 y, 它 的 p- 长 度 的 一 半 和 它 关 于 ©, 的 垂 线 叶 
状 结 构 的 测度 的 比 当 上 一 ce 时 趋向 于 1. 这 说 明 二 条 弧 y My 的 pi 一 长度 
的 渐 近 比 被 它们 的 任何 叶 状 结构 ©, 下 的 测度 比 所 确定 , 而 后 者 是 柱 面 上 的 拓扑 
WH. 后 面 , 我 们 将 这 种 情形 推广 到 亏 格 g > 2 的 紧 曲 面 . 


§7. Thurston 和 Wolf HAW 


我 们 首先 描述 S 的 Thurston 紧 化 ST» ([FLP]). 设 M 是 亏 格 为 9g 的 Ce 
紧 曲 面 , S 是 M 中 同 伦 于 非 平 凡 的 简单 闭 曲线 的 自由 同 伦 炎 的 集合 . 设 MF 
是 M 上 的 非 平 凡 可 测 叶 状 结构 空间 , 至 多 只 相差 合 痕 和 Whitehead 运动 . 下 图 
描述 了 Whitehead 运动 . 
i r: RÌ — {0} 一 了 P 了 (R$) 是 到 泛 函 的 射影 空间 P(RS) BEARREZ. pæ M 上 
的 双 曲 度量 . ABA, 对 每 类 [yj e sS, 在 (M,p) 上 存在 唯一 的 代表 [y] 的 p 一 测 地 


§7. Thurston 和 Wolf 的 紧 化 - 27. 


i: 


2, ER p 一 长 度 为 i,(Y). 这 就 给 出 一 个 映照 
1:9, > R? — {0} 使 得 U(p)=1,:S5 —> R4. 


PFA, rol 是 从 S, 到 PIR?) 中 的 映照 . EKE, 1 Al rol 都 是 单 映 照 . 运用 y 
和 可 测 叶 状 结构 的 相交 数 , 我 们 可 以 把 每 个 非 零 可 测 叶 状 结构 已 es MF 对 应 
于 一 个 泛 函 (F): 定义 映照 


I: MF* RS — {0} 使 得 I(F)(y) =i(F,7). 
那么 ,了 也 是 单 射 并 且 PF = 20 l(MF*) c PRS). 最 后 ，Thurthton 紧 化 是 


g7” = Tol(S,) UPF, 


它 具 有 从 P(RS) 诱导 的 拓扑 . Thurston 说 明 PF ~ S°-", 并 且 ST! 是 有 边 的 
紧 流 形 , 同 胚 于 具 边 界 球面 PF 的 闭 球 . 根据 构造 ，ST* 不 依赖 于 基点 o E Sy 
的 选取 , 叉 因 为 映照 类 群 ,连续 地 作用 于 MF, CE S。 上 的 作用 可 拓展 到 
STh 
现在 , 我 们 引入 S, 的 另 一 紧 化 Sh. 定义 
BQ. = {EQ :Nl <1}, SQo = {8 E Qo :|®| = 1}, 
BQ, = BQ, USQ. 具有 Qo Fb. 


并 且 由 下 式 
~ AH (p) 


W = T aoe 
定义 映照 
H : So > BQ,. 
BR, A EA BO, LMM. 利用 AH S, 和 BQ, 等同, 我 们 得 到 S 的 新 
紧 化 
S, (0) = S, U SQ, = BQ,. 
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附注 (1) 余下 几 节 的 目的 是 证 明 S (0o) ~ S, AT S (o) 与 基点 o 的 选 
取 无 关 . 这 就 要 求 我 们 研究 调和 映照 的 Beltrami 微分 的 渐 近 性 质 .如果 能 够 直 
接 证 明 Sio) 不 依赖 于 o, 而 不 借助 于 证 明 So(o) = S，。 将 是 有 趣 的 

(2) 假定 A, EMA 9, 到 BQ。 i = 1,2, 的 映照 , IRA, 33(0) 不 依赖 于 o 
意味 着 H o (A) 将 延 拓 为 一 个 BQ,, ABQ, EHEH. 


§8. 拉 伸 估计 


w 的 Beltrami 微分 v 定义 为 
Ow 2 ðw)? 
V= go PAM Wel = awl 
经 典 的 Teichmüller 理论 很 大 程度 依赖 于 Beiltrami 方程 wz = pw: 的 研究 , 其 
中 / 属于 某 种 无 限 维 函 数 或 张 量 空 间 : 为 了 从 参数 解 空 间 过 渡 到 Teichmüller 
空间 , 常常 要 求 有 一 定 的 等 价 关 系 . 这 种 参数 化 要 与 通过 OWS, 的 参数 化 来 
对 照 , 其 中 参数 空间 是 有 限 维 的 并 且 不 再 要 求 等 价 关系 . 
命题 Oo, c SQ, Hik p = KH-1(t®B。), t > 0. KR v(t) 是 由 调和 映照 
wi : (M,o) 一 (M, pz) 所 确定 的 Beitrami 微分 族 , v = Bus 
(1) 如 果 olp) #0, ABA |v(t)(p)] T1. 
(2) 当 t — oo H Bo 40m p= 10, 
(3) Bt co H by £0 时 Jeo 7 1, 
证 明 (1) 我 们 有 下 列 公 式 
A log |Ow| = |Ow|? — |Ow|? — 1, 
A log |@w| = |Ow|? — |Ow|? — 1, 因而 
A log |v(t)| = 2(|Aw:|? — (ðw?) 


= 2|ðw| - |ðw] - (Say 一 Sar) (wifi Aw.) 
= 2I¢60| (Ol ~ Ea) 


id g = log |v(t)| ,那么 
Ag = 2t|®o| (es — e 7) 
= 4t|®o| sinh g. 


8$88， 拉 伸 估 计 29. 


在 第 一 章 88, 我 们 有 J = |Ow|? — wl? > 0. 所 以 
low|l > 0, Hg <0. 
由 于 tol = |9w| : ðw, 我 们 有 


t|®o| 
| ) 一 \Ow|? 


注意 到 |®。| 不 依赖 于 t, 不 难得 到 44 非 奇异 并 且 


dg 
at < OO. 


由 于 求 Laplace 不 依赖 于 t, 我 们 得 到 
a(S) = = 4|®o| sinh g + 4t(|®o| cosh g) “$. 
因为 9 < 0, 我 们 有 


a(S) < 4t(|Bo| cosh g) Ž. 
那么 根据 对 2 的 强 极 小 值 原理 , 得 到 42 > 0 并 且 v(t)| 是 满足 0 < v(t) <1 
EATS PRIN. 现在 设 M. = M \ Us, (p)=0 Be (p). 那么 


_ 2\5 2 _ |Fy,12)4 
TROD gy, = f (oak BUD g, 
mM. Area(Me) M \Ow|A(M. ) 


aon ea j )*( dvs ) 
<(/ a o |Ow|? A(M:) 


2 4 
< (Gir a ( DPA) 
du. i 
(oa M, 5) 
<e-ee( | oats)’ (因为 5 < 1) 
— ct 一 去 
所 以 , 4 t> oœ 时 , 在 M 上 几乎 处 处 v(t)| 一 1. 


又 注意 到 9 在 Me 对 所 有 t 是 超 调和 的 .所 以 ，lim，,。 log|v(t)| 存在 
且 等 于 log|z(ce)|、 显 然 loglz(eo)| 还 是 超 调和 的 ， 由 于 在 M。 上 几乎 处 处 有 
log |v(co)| = 0, 我 们 得 到 , 在 M。 上 对 任何 。> 0 


lim |v(t)| = |v(o0)| = 1. 
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(2) ERA, Hlo) =t. ORR SDSS t 都 是 固定 的 , 但 是 , 从 属于 
t 名。 的 可 测 叶 状 结构 的 测度 改变 了 . 设 2, 2 是 (M,o) EBRD (在 Oo 的 
非 零 处 ), 分 别 切 于 水 平 叶片 和 垂直 叶片 . ABA, 2, 5 也 是 可 微 映照 du, 的 极 


大 拉 伸 与 极 小 拉 伸 方向 , 在 这 坐标 系 中 


1 7 0 |? ð 112 > 
el eb 
进而 ， 
ðw]? 一 Owl = Jacobian = Pan o 
Ox pt 
= 1 
2 2 _ -@b em 
JOw|* + |Ow|” = 5 能 量 密度 = (| 二 ,二 | 元 | 小 
所 以 ， 
iy Bul _ Melee Il) 
Ow a (loa lo: + EAA 
lil 
se llo 


Ena 
1 十 urt 
EAn 


再 由 (1) 的 结果 就 得 到 (2). 
(3) 设 lllo) 是 对 向 量 v € TpM, Bo(p) 4 0 由 (奇异 ) 平 坦 度量 
注意 到 3 


Pt 7 la, 


[özu = 4 le 
所 以 从 (2) 我 们 得 到 所 要 的 结果 . 


给 定 的 模 . 


推论 (1) JEN e, fu. šl, dvs 一 0, 其 中 Me = M \ Us, tp)=0 Be(P). 


(2) wR y Æ to 水 平 叶片 的 不 通过 6, HE AMER, 那么 
0 < co < lp (0t? < cl < œ, 


这 里 Lory ) 表示 y 的 Pt— KE, Co, C1 FEAR FI Ty a) ‘ip 常数 . 
(3) 如 果 y 是 tb, Æ ETH MEM, 那么 


当 t+ 一 co By £,,()t~2 — 0. 


§9. S, 中 发 散 序列 {on} 的 性 质 .31. 
2 
证 明 (1) 由 于 |ltpoll < 基部 | RATA 


wis 9 [sorte = f 1l lle 
> f 22 |B)? 元 | av 


suta f |2) av, 
Me Oy Pt 


从 此 容易 得 到 (1). 
(2) 


n= f ease [2 ase =e 2 


AFÈ, = 4t + |Z 1/2,, 我 们 得 到 
1 1 o 1 1 O 
ahaa < |, sae +f 
ka Az Ilo. [Bo]? + Oy llo: 


因而 


于 | ~) = 


这 样 我 们 分 别 得 到 (2) 和 (3). 


§9. Sy 中 发 散 序 列 {pn} 的 性 质 


it b: Qo :一 MF IE pD) 是 理 的 垂直 可 测 叶 状 结构 . 设 6= BoHo A : 
BQ, 一 MF. 那么 , 对 € BQ., 
_ 1§ 
p) = 8| —— |. 
ACS) = e(a) 
根据 Hubbard 和 Masur [HM] 的 一 个 定理 ，6 (相应 6) 是 Q。( 相 应 BQ,) 到 
MF ØA. 因而 , 如 果 HoH dnll 一 1, 那么 ©, 在 Q。 的 射影 等 价 类 空间 
中 收敛 (其 中 两 个 元 如 果 互 为 实数 就 为 等 价 ) 
<> HoH, 在 BQ, 中 收敛 
<> rolofse, 在 P(R®) 中 收敛 
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引 理 设 pn > 8S, 那么 , 对 所 有 [y] e S 和 充分 大 的 n, 存在 依赖 于 pn 
和 [y] 的 ko, n > Q, 满足 


koi(BH(pn), [y]) +n > lon (l7]) > i(BH(pn), (71): 
HP n> ooft ko | 1 Enlilio)? —> 0. 
证 明 我 们 先 证 明 lon (YI) > i(GH(pn), 四) 设 Yy: [0， 1] => M 是 pn 一 测 地 


Be, hs w 分别 表示 y 关于 水 平 叶 状 结构 和 垂直 叶 状 结构 的 水 平分 量 和 垂直 分 
量 . 那么 


1 
。 。 1 
bon (PN) = font) = | (nll, + lel) as 
1 1 
> | Hinllends > f Yn laHon) ds 


(thre. A a A) 
= i(BH (pn), Y) > i(BH (pn), IY)). 


然后 , 我 们 证 明 koi(BH(pn), Y) + > Lo (N. 给 定 h € sS, 设 m] ENEI 
的 曲线 , 满足 

(i) y 的 所 有 段 或 者 是 水 平 的 或 者 是 垂直 的 ， 

(ii) 在 (pn) 零点 附近 7 是 垂直 的 ， 

(iii) (GH(on), Y) = (BH(pn), [yI)- 

根据 [FLP, 5.11.6) 中 的 讨论 , 条 件 (i) 和 (iii) 总 能 满足 . 下 图 说 明 我 们 如 何 


修正 不 满足 条 件 (ii) 的 曲线 ( 即 其 中 一 段 水 平 弧 包 含 Hen) 的 零点 ) 使 满足 所 
有 三 个 条 件 . 


这 样 , 对 每 个 Do E 5Q。, 我 们 可 以 找到 [y] 的 到 -多 边 形 表示 , 它 的 所 有 水 平 
弧 在 M: A. 因为 SQ, 是 紧 的 , 我 们 可 以 找到 依赖 于 [y] 的 s > 0, 使 对 任何 


g9. S, 中 发 散 序列 {pn} 的 性 质 33. 


® E Qo, 存在 [y] No-ZWRM, 它们 的 水 平 弧 不 在 sc)=0 B.(p) 中 . 
设 yn: [a,b] 一 M 是 水 平 弧 . 那么 


b 
lp (h) = J länllonds 


b Yn || 
= | |lFnllatipn fo ds. 
[ (pn) WAnllatt(pn) 


根据 构造 ， 入 和 Uo o-o Be(p) 不 交 , 又 由 88 的 命题 


lYnll on 1 
lön llart(pn) 


沿 yn 一 致 成 立 . 所 以 , 我 们 有 


Vall on 
lp, (Yn) < sup pe J alan yas 


= ko :i(BH(pn), wh), 


同时 ， 依赖 于 Pn 和 [y] 的 ko | 1. 
再 令 Yh : [a, b) 一 M EEH. 那么 i(BH (Pn), Yu) = Q. 另 一 方面 ， 88 的 推 
论 意味 着 , 当 t— co 时 


er (tH(0n)/lIH(on)II)(v»)] -ti — 0. 
根据 SQ, 的 紧 性 , 我 们 得 到 , 存在 依赖 于 pn 和 [>] 的 9 > 0, 满足 
5 lpn (Ww) < n FEM pn 一 8Ss 时, N: 1(on)l — 0. 


Yv 


lon (EV) < Lon (1) = X (n) + X Lonlon(To) 


Yh Yh 


< ko ` i(BH(pn), Yn) +N 


Yh 


= kyi(GH(pn), Y) +n = koi(GH (pn), ly) +, 


同时 ko | 1 并且 当 pn > 89, HF 7-||H(pn)||-2 — 0. 


引 理 设 pn 一 8S, 那么 retl(pn) Kit RRRA noT 0BOH(pn) 收 
Bk, 并 且 在 收敛 的 情形 下 , 两 个 序列 有 相同 的 极限 . 
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证 明 S, 的 拓扑 被 有 限 条 曲线 1,--- ,Ys 所 定义 , 对 任何 © c SQ, 有 
使 57, i(6®, [yj]) > 5 > 0 (事实 上 ，(M,o) 的 共 形 结构 包 Q [yi], [yx] 的 长 度 所 
确定 ). 

假定 rollon) WO. 那么, 存在 数列 An > 0 使 Anon 收敛. 这 意味 看 
2 | lon (7) —> 0O, 并 且 2 1 Anton (Yj) 收敛 .前 一 引 理 说 明 对 [y] E S, 


| Antp (LI) — Ani(GH(pn), [y})| —> 9, 


HIS Ann 一 0 FF ELM pn > OS, 时 ko — 1. A, molo BoH (pn) F rollon) 
收敛 于 同一 极限 . 反之 , 可 类 似 证明 . 
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Æ (Wolf) 
5, (a) = 5" 
WEAR 本 证 明 的 主要 工具 是 Hubbard 和 Masure 的 定理 和 89 中 的 引 理 . 我 
们 有 S," = rol(SejuUPF c PRS). 应 用 BO, 的 极 坐标 (0,7), ge SQo, r < 
(0,1) 我 们 定义 v:3,° > BO, 如 下 


f ( H) _aHe)| 
wy) = Caen en) 如 条 y= r olz), x E Sy, 
(lim, ees ， 1) 如 果 rollta) > y € 3S. 


首先 我 们 说 明 y ERER. BE rn, mw c S, E limn oLan) = limmo 
(ci) = y € 03, C PR). 那么 , 前 面 的 引 理 意味 着 limar oT obo Htr) = 
lim r o T o 8o H(z4). 所 以 根据 Hubbard-Masue 定理 ( 见 89 的 第 一 段 的 讨论 ) 


Harn) Hz) ) 


m THe PAC) 
其 次 , 我 们 断言 y Em. 我 们 先 证 y 是 连续 的 . 假定 Tollat) > y € ôS. 
根据 定义 yp 关于 第 一 个 变量 是 连续 的 . 由 于 Hen) 一 00, y 关于 第 二 个 变 
也 是 连续 的 . y FES, 上 是 单 的 从 H 的 单 映照 性 得 到 . 假定 y, y es OS, FFA 
Ay) - = wy’). ABZ, 存在 E £n, 2, E S, ÎE trollen) > y FFA rollr) = y’. BIER 
定 , lim et = lim eS ABA, 由 Hubbard-Masur 定理 lim roloBoH (zn) = 
lmmoloBoH(z',), 再 由 前 面 引 理 y = lima o &(z,) = limo L(x) = y’ 
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我 们 现在 来 证 明 YO) = BO. BIR, plr o L(S,)) = BQ. MARN 
假定 0 c SQ。 并 且 m0 一 0. 那么 ro7To6yng) = 常数 , 并 且 前 面 引 理 说 明 
T oToKH-1(yn0) 收敛 于 一 点 ye OS,. 那么 , RHE y 的 定义 


H(H-1(Yn0)) 


= | lim 一 一 一 -一 一 一 一 
Wo) = (lim FETO 


1) = (0,1) = 0. 
所 以 y 是 满 的 . 

最 后 , 我 们 断言 po) 是 连续 的 . 我 们 也 只 要 说 明 y 在 SQ。 上 是 连续 的 . 
假定 (On, Yn) 一 (9,1). 由 Hubbard-Masur ŒM ro T o BlYnbn) 收敛 , 根据 前 面 
的 引 理 roIoXH-!1(yn0,) KAF y € 6S,. 但 是 , 根据 y 的 定义 


H(H*(YnOn)) AHH (9 9n)) ) 


Yla LOH (mbn)) = ( IO- 1+ AH- (Bn) | 


一 (On, Yn), 
进而 ， 
. H(H-* (nn) 
= | lim 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
DO = (lm fio 
= (0, 1) 
所 以 


p+ (0， 1)=y=limmofo H! (On) 
= lim Y+ (On, Yn). 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


W 
u 
ull 


具 常 负 全 纯 规 面 曲率 Kahler 
流 形 的 调和 了 映照 


双 曲 复 流 形 间 的 全 纯 映照 具有 体积 减 小 的 性 质 . 但 是 , Toledo 得 到 常 负 曲 
率 闭 曲面 间 的 , 因而 也 是 Poincaré 圆 盘 间 的 体积 不 减 小 的 调和 映照 的 例子 [Tol. 
他 也 推导 了 从 Riemann 面 到 常 负 全 纯 截 面 曲率 Kihler 流 形 的 映照 度 的 不 等 式 . 
这 不 等 式 给 出 了 表示 给 定 度数 同调 类 曲面 亏 格 的 下 界 . 另外 , Toledo 证 明了 一 个 
映照 具有 极 大 度数 的 充 要 条 件 是 它 能 形变 成 一 个 全 纯 全 测 地 浸入 .这 事实 的 证 
明 是 负 曲 率 曲面 间 度 数 为 1 的 调和 映照 是 微分 同 肪 事实 的 证 明 的 一 个 推广 (第 
一 章 88 的 一 个 定理 , 或 [SY, 3.1]). 他 的 结果 依赖 于 (1,0) 能 量 和 (0,1) 能 量 的 
Laplace 的 公式 . 曲面 间 映 照 的 这 类 公式 在 [SY] 中 被 证 明 . FEAF A= PRN 
4% Toledo 的 工作 . 


这 方面 的 经 典 结果 的 实质 与 Kneser 的 漂亮 公式 , 关于 亏 格 大 于 1 的 曲面 
间 的 映照 度 的 不 等 式 是 类 似 的 . 他 说 明 如 果 f: Dy 一 Ly, g, g’ > 1 是 映照 度 
d 的 映照 , 那么 , x£) < dx(5y'), 并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 f 同 伦 于 一 个 
覆盖 映照 . 这 不 等 式 最 近 被 M. Gromov 推广 到 紧 致 负 曲 率 流 形 间 的 上 映照. 运用 
Gromov [G] 定义 的 模 , Domic 和 Toledo [DT] 得 到 了 比 前 几 刷 不等式 更 广泛 的 
结果 . 为 了 研究 Domic-Toledo 的 结果 , 让 我 们 首先 研究 Gromov 模 . 
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§1. |Of|?, |Of|? BY Laplace 


Ww S 是 Riemann M, BABES g 和 Kabler 形式 ws, Hik X 是 n- 
Kahler MW, HA RES h 和 Kabler 形式 wx. 在 局 部 坐标 下 


g = gdzdz, ws = i gdz A dZ, 
h=h, sdw dw , wx = Sh,adw dw. 


注意 到 ws = dA, 是 9 的 面积 形式 . 设 1 : 5 X 是 一 个 Ce 映照 . 记 df 
是 S 的 实 微分 并 且 of 复 化 的 对 应 分 量 为 


Of :TS THX, atf: TIOS — T”! X. 
在 局 部 坐标 下 0O f, 9017 分 别 对 应 于 we, wg. 这 里 , 能 量 密度 为 
e(f) = Ti = =Tr df (df). 
在 局 部 坐标 中 
elf) = =(h,guots + h, wots) = e'(f) + e"(f), 
其 中 e'(f) = 8 f|, e”(f) = | F/?. 注意 到 


之 


S) = eC) = hg woud - we), 


化 可 写成 
je (f) — e” (flws = f*wx. (1) 
调和 映照 方程 在 Kihler 条 件 下 可 写成 
we > + Or we ws = 0, (2) 
其 中 
0=0%dw = (ON)N T, NE =h (3) 
zÆ TOX 上 西联 络 的 联络 形式 . 如 果 
K's = Onn (4) 


那么 08 = KË pdw 人 dws 是 西联 络 的 曲率 形式 
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在 下 列 定理 中 我 们 用 记号 
B(f)=V10"f, B'E) = V28% f, 


其 中 V1, Vo 分 别 表 示 在 (Te )* @ THX ATIO @ f TAX 上 的 共 变 导数 
我 们 也 记 


— _§ _ 6 — 
q'(f) =9°K ga (WDE — ws) wes, 


— —ô _ 1 _ 
qd (f) = 9K gyz (WW — WT) wos. 


借助 曲率 形式 N, 对 每 点 ze S, g(f) Al a) 能 等 价 地 写成 
q (f)ws = (f°(8™ f(v)), Fo) 
a! (Aus = (f° f(v)), f(v) 
AP v 是 Tp OS 中 的 单位 向 量 ，(，) 是 酉 内 积 fer. 
定理 1 wR: SOX 是 调和 映照 , 那么 
FAES) =I (AIP + dC) + Kse'(f), 
Ae" (f) = BN - a" (f) + Kse" (f). 
证 明 在 全 纯 法 坐标 中 , 我 们 有 


1 
在 点 L, g 一 l, gz 一 0, Ozz 一 ats, (6) 
并 且 
在 f(z), hog =a, ha,=0%=0, 
— -2—9  _ _ 
hy ar n gy (7) 
我 们 得 到 在 x 点 ， 
1 / 一 上 上 _/ 一 上 L/ 一 工 a—Z 
zA =g9g czz 一 (9 h aw> W, )zz 
一 /5zzWz ws + Wzzz Uz 十 Wzz Wzz 十 We Woz (8) 


l 
十 从 SUz Wz 


之 z) 
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Wzz = Wzz = 0 (9) 
上 述 结果 (9) 从 (7) 以 及 调和 映照 方程 (2) 得 到 . 
利用 链 式 法 则 并 用 (7) 化 简 , 得 到 


ha oz 一 hag. -30z we + hy B 了 5Uz Tw. (10) 
微分 (2) 我 们 同样 得 到 在 z, 
we = 一 go We WZW, we, = ~(68, ) 7) Wey we. (11) 


从 hap = hpa 得 到 对 称 关系 (95;) = 09，。 并 用 (7), (10), (11), 我 们 得 到 在 x 


= YA I= cx 一 人 
“Ae = wW% W hee wy 一 WT JW TE 


根据 (9), 第 一 项 是 OIE). 因为 (12) 式 中 余下 的 项 显然 和 公 rayne 
— BL, 这 样 就 证 明了 定理 1 的 第 一 个 公式 . 用 相同 的 方法 可 证 明 第 二 个 公 


推论 1 如 果 f : SX 是 调和 映照 ,那么 在 5 be £0 的 点 (对 应 地 
e” £0 的 点 ) 
LA loge'(f) = a’ l LK 
3 Be =a Ut apta S, 


— apt + >Ks, 


F Pa'(f), a” (f) > 0. 
证 明 我 们 有 


] 1 
zA loge’ = zloge zz = 一 一 一 一 一 


据 此 我 们 得 到 第 一 个 公式 并 且 
(AIF 1 eze 


e' g (e’)? 


a (f) = 
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所 以 ， | 
E A - (we me) (wlwg)) 


根据 Schwarz PEA, 它 是 非 负 的 . 


4X AR 1 维 时 ，K。gys 中 只 有 一 个 不 同 的 分 量 , ESF — 5 Kx. 这 样 我 
们 有 


推论 2 如 果 针 是 Riemann 面 ， :5 一半 是 调和 映照 ,那么 
EAS) = IPI- 5Kx(e'(f) ~ er(f)e (A) + Ksel) 
TAA) = POP + 5K x(e(f) — ee) + 5Kse"(f). 


§2. 面积 不 减 小 的 调和 了 映照 


我 们 首先 考虑 保持 面积 的 调和 映照 的 可 能 性 , 并 且 得 到 下 列 结 果 
定理 2 设 S 和 XX HE Riemann 面 , 相应 的 度量 分 别 为 g 和 几 又 设 f: 
S— X 为 保 面积 ( 即 ftwx = ws) 且 保 Gauss 曲率 ( 即 f*Kx = Ks) Hi FoR 
那么 , 或 者 
a f 是 全 纯 或 反 全 纯 局 部 等 距 , 或 者 
(2) (S,g) 和 (X,h) 都 是 平 环 . 


WEAR 我 们 首先 假定 f*wx = ws, 那么 , 由 (1) 得 到 e'(f) —e”(f) =1. 从 而 
推论 2 给 出 | 
AAe (7) = |B (P? > 0. 


所 以 ，e' 是 常数 , 并 且 e” = e' -1 也 是 常数 . 这 样 
=e" (f )z = (wet z)z = WezWz. 
我 们 得 到 在 任何 点 ， 
或 者 8”(f)=0 或 者 e”(f)=0. 


HF elf), e’(f) 或 者 有 孤立 零点 或 者 恒 等 于 零 ( 见 第 一 章 , 87), 我 们 有 或 者 e”(f) = 
OMA 8”(f) = 0. 对 第 一 种 情形 ，f 是 全 纯 的 因而 定理 的 第 一 种 情形 成 立 ， 而 
当 o" (f) =0 时 ,推论 2 的 第 二 个 公式 给 出 Ke”(f) 三 0, XE K = f*Kx = Ks. 


83， 到 球体 的 商 流 形 的 映照 .41. 


所 以 , 或 者 K =0 RE (f) = 0. 这 样 , 两 张 曲面 都 是 平 环 , 或 者 f 是 全 纯 , A 
而 也 由 于 既是 共 形 又 保 面 积 而 是 局 部 等 距 . 最 后 , 如 果 f 是 反 定 问 , 我 们 从 推论 
2 的 第 二 个 公式 出 发 用 同样 的 方法 讨论 即 可 . 


推论 3 设 5 是 具 双 曲 度 量 的 紧 Riemann 面 , 设 f:5 oS 保 面 积 的 调和 


推论 4 R SRA RMB SY Riemann 面 , 设 :9 一 9 是 度数 为 1 的 
Ki RE, FLEA TEAR. BA, 同 伦 于 6 的 调和 微分 同 胚 f 不 是 
PR i AR 


证 明 如 果 f 是 面积 减少 的 映照, 我 们 有 
e'(f)- e" (f) < 1 并 且 J (e (f) —e"(f)ws = J ws, 


从 而 e’(f)—e"(f) = 1 BD f RI. 根据 前 一 引 理 ，f 是 全 纯 的 , 而 与 假设 矛盾 . 
附注 (1) 有 很 多 映照 度 为 1 的 不 同 伦 于 全 纯 映 照 的 映照 , 如 在 同调 类 中 不 
是 有 限 阶 的 微分 同 豚 , 即 “Dehn 的 纽 结 ”. 
(2) FF LARA PR RAIA As A, 但 既 不 是 全 纯 也 不 是 反 全 纯 的 . 
推论 5 在 具 Poincaré 度量 的 单位 圆 盘 上 存在 调和 微分 同 胚 而 它 不 是 面积 
减 小 的 . 


83. 到 球体 的 商 流 形 的 映照 


在 目标 流 形 是 具 负 党 全 纯 截面 曲率 的 紧 Kahler 流 形 的 情形 , 我 们 能 部 分 地 
重新 得 到 调和 映照 的 面积 减 小 性 质 , 以 使 我 们 推导 给 定 度数 代表 某 同 伦 类 的 曲 
面 的 亏 格 的 下 界 . 

WS 是 具 双 曲 度量 的 紧 流 形 . i Br 是 Cn 中 的 单位 球 , 度量 为 

p- ne 一 》 ww) dw* dw”) + (X Bw dw) (>> wdw”) 
7 (1 — >) ww)? 
它 的 西 曲率 为 -1, 并 且 在 群 G" = SU(1,n)/{B" 的 双全 纯 映 照 的 中 心 } 作用 下 
不 变 . 又 设 工 是 自由 地 作用 在 Be 上 的 G" 的 离散 子 群 . 那么 , 商 流 形 X = B"/T 
是 具 常 全 纯 截 面 曲 率 -1 的 Kabler 流 形 . 我 们 的 目的 是 证 明 下 列 定理 : 


(13) 
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定理 3 RS fe X BME, BRE: SOX ZAFRB. 那么 


f Pox < [ ws. (14) 


并 且 等 号 成 立 充 要 条 件 是 曲面 9 上 存在 第 曲率 -1 的 度量 , 关于 这 个 度量 是 
全 测 地 全 纯 或 反 全 纯 浸 入 . 


为 了 证 明 这 个 定理 我 们 需要 下 列 引 理 . 


d(H) = SENEE) ~ eA) +p(f), 

a (f) = ZNE) ~ er(f)) —p(f), 
其 中 p(f) 20 并 且 p( 门 (z) = 0 的 的 充 要 条 件 是 djTzD) BE Tha B” 的 一 
维 复 子 空间 中 . 

证 明 设 zeD. 由 于 gq(7) 在 G" 变换 下 是 不 变 的 ,我 们 可 以 假定 f(x) = 0 
在 0 点 , 从 (13) 通 过 直接 计算 得 到 
K 35 一 4{0a60%y6 十 60508 } = {hogh + h ghz, }. 

从 (5), 通过 直接 计算 得 到 


g (f(z) = euT) - (wD) (wen) — (wT) (wT) 
Ji 


/1\2 PR 1 
= jOE)? 一 ee — & (we, wz) (wz, wz) ) 


1 1 
= 5{(e) e'e") + galw wal? = [(we, we)1?}, 


Pallets A—TAR, 且 设 上 述 表达 式 中 的 第 二 项 为 p(f). 根据 Schwarz 不 等 
式 , 我们 看 到 p(f) > 0. 


关于 最 后 断言 , 设 V = dsf (TD) C Ty(z)B", 且 设 W EBE V WI TaB” 
的 最 小 J 了 不 变 子 空间 . FRA, Wc = rV eC) ary 8C) = rV g 
C) @ zw0(V @C), 其 中 ri? 和 r01 4H TB" C 到 THB” 和 TW%1B" 的 
投影 . 显然 , dime W < 2 的 充 要 条 件 是 dime rho @C) <1. 由 于 后 者 空间 被 
we, we 所 张 成 ，Schwarz 不 等 式 的 等 式 部 分 给 出 dimc rt? (V C) <1 的 充 要 
条 件 是 p(f)(z) = 0, 这 就 完成 了 证 明 . 
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推论 6 teR f:D— B 是 调和 的 , 那么 


1 / oy P(f) I, 1/ 
g 108 eS) = af) + arn ta — — 1), 
I 1/ ow P(f) 1, 1/ 
IA lg = oN) + AD Be e+ 


其 中 a’, a", p>0 FH p 和 引 理 1 中 一 样 
5l 理 2 设 p 是 e' 的 孤立 零点 , 且 设 z 是 以 p 为 中 心 的 全 纯 坐 标 . 那么 , 存 
在 正 整 数 m,， 正 常数 c 和 非 零 光滑 正 函 数 p(z) 使 在 p 的 某 邻 域 中 
e'(z) = |z|? (e + p(z)). 
在 e” 的 孤立 零点 附近 也 有 类 似 的 局 部 表示 . 
证 明 为 了 说 明 w, 的 Taylor 展开 的 主 项 是 全 纯 的 , 我 们 用 调和 映照 方程 
(2), BIX RER m 和 非 零 向 量 4 = (a, ,a™) 


ws = Az™ + O(|z|™*). 


ha(0) 

9(0) 
MRS mp =m, c= zo hap (0)a*ax? 而 记 余 项 为 p 并 除 以 |22, 我 们 得 到 所 要 
的 表示 式 .p 的 界 可 从 Taylor 展开 公式 余 项 的 标准 性 质 得 到 . 用 类 似 的 方法 得 
到 e” 的 表示 . 


定理 3 的 证 明 : 为 了 证 明 不 等 式 我 们 考虑 二 种 情形 . 
(1) /是 全 纯 或 反 全 纯 ， 
(2) f 既 不 是 全 纯 也 不 是 反 全 纯 . 
依次 (1) 从 如 下 的 全 纯 映 照 的 面积 减 小 性 质 得 到 ， 设 是 全 纯 的 ， 那么 ，. 
e =0, f*wB = ews, 又 考虑 到 定理 1 和 引 理 1, A p(f) = 0, 得 到 


aTh |z|? + O(jz| Tt). 


l 1 / 1 / 1, 
je = NAIF + 5(€)? — 3e (16) 


设 x 是 5 中 使 e 达到 最 大 的 点 . 在 该 点 Ae <0, 从 而 ele — 1) < 0. 这 样 ,我 
们 在 S 的 所 有 点 有 e < 1, 从 而 |J opgl = Jews < fws. WR f EREM, 我 
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们 得 到 e = 0, e <1. 


现在 考虑 第 (2) 种 情形 . 我们 可 以 对 e 以 及 e 的 孤立 零点 以 外 的 9 上 
的 所 有 点 利用 推论 6. 设 Se = S\ Uezsj=oDe(zi) 以 及 由 引 理 2 给 出 的 e = 
lz|2mi(ei + pi(z)). ABA, 由 Green 定理 容易 得 到 


| No 1 0 的 / 
lim 人 (Ange )ws = — > 2m, hn = 5, 2lds = 一 4T > ™M;. 
所 以 , 由 推论 6, 我 们 有 
/ / Pp 1 / Mf 1 
— . — 一 一 一 一 一 s 一 一 s- 1 
"2 m; | e+ Bus 5 [te e )w Je (17) 


由 于 mi, a’, p > 0, 我 们 有 


[ rex = f(e- ws < [ ws: (18) 


这 是 所 要 证 明 的 不 等 式 的 一 半 . 用 同样 的 方法 对 e” 的 零点 进行 讨论 , 我 们 得 到 
所 要 不 等 式 的 夯 一 半 , 即 
[ trex > - | vs (19) 
S S . 


我 们 再 来 看 (14) 式 中 何 时 等 号 成 立 . 我 们 知道 , 映照 f 是 全 测 地 的 充 要 条 件 是 
它 将 测 地 线 映照 到 测 地 线 , 或 等 价 地 ，f 的 第 二 基本 形式 8(f) = 0. 在 我 们 的 
mek B(f) =0 的 充 要 条 件 是 8'(f) =p") = 0. 注意 到 如 采 f 是 关于 S ER 

常 曲率 度量 的 全 纯 全 测 地 浸入 , 那么 ，f*wx 是 这 个 度量 的 Kahler 形式 , 这 样 


Canes: Bomnet 定理 给 出 
| Fox = -2rx(S) = J os 
S S 


因而 ，(14) 中 的 等 号 的 确 成 立 . 类 似 地 , 如 果 f 是 反 全 纯 全 测 地 映照 , 我 们 得 到 
(14) 中 的 等 号 . 反之 , 假定 (14) 中 等 号 成 立 . 首先 如 果 f 是 全 纯 映 照 , 我 们 一 定 
有 e =1, 而 从 (16) 我 们 看 到 8'(f) = 0. 因为 f EZAR, B'f) = 0, 所 以 第 
二 基本 形式 6(f) = 0, f 是 全 测 地 的 , 并 且 由 于 e' = 1 MIRA, 这 样 f*+wx 总 
不 为 零 . 当 f 是 反 全 纯 的 情形 类 似 地 处 理 . 

现在 假定 (14) 中 的 等 号 成 立 并 且 了 既 不 是 全 纯 也 不 是 反 全 纯 的 . 我 们 在 
(18) 或 (19) 中 必须 有 等 号 . 假定 (18) 中 等 号 成 立 . 那么 , (17) 的 左边 一 定 恒 等 
FE. 由 于 m > 0, 这 个 作 和 项 是 空 的 , Bl e > 0, 并 且 我 们 还 有 a/ =p 三 0. 所 
LA, 根据 引 理 1 和 推论 6, 我 们 有 下 列 
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5| 理 3 如 果 f :5 一 XX 是 调和 映照 并 且 fo ftwx = [sws, 那么 , 对 所 有 
x € S, 


e (x) > 0, (20) 


对 每 个 ZE 5, drf (T8) 包含 在 TtmX 的 复 1 维 子 空间 中 , 并 且 
7 Alog © = 一 Q +e — e". (22) 


像 第 一 章 88 中 一 样 , 得 到 e'e > 0. 即 从 (22) 我 们 知道 log a FE e'—e" <0 
的 点 集 上 是 上 调和 的 , 并 从 (20) 得 到 log £ 不 可 能 达到 -co. 如 果 e' — e” <0 
的 点 集 是 非 空 的 ，log S 将 在 它 的 边界 上 达到 极 小 , 这 是 不 可 能 的 因为 它 在 边界 
上 恒 等 于 零 . 

我 们 一 定 有 e’ — e" > 0, 从 而 log 与 > 0. 像 第 一 章 88 中 一 样 讨 论 , 我 们 知 
道 在 S 上 处 处 有 e' - e > 0. 所 以 ，f*wx 没有 零点 并 且 特 别 地 f ERA. M 
(21), 我 们 看 到 对 每 一 点 € S, def 给 出 了 TS M Tho X 的 某 一 复 直线 之 间 的 
一 个 同 构 . 那些 同 构 给 出 了 8 上 的 复 结构 , 关于 这 个 复 结构 f 是 全 纯 的 . 如 果 
RIET 5 一 个 与 这 复 结构 相 容 的 双 曲 度量 , 从 上 面 关 于 等 号 情形 的 讨论 得 到 
f ERM. 最 后 , 当 (19) 中 等 号 成 立时 的 情形 同样 处 理 , 从 而 完成 了 定理 3 
的 证 明 . 


定理 4 RS AGH GO > lL HERE OOH, RX 是 常 全 纯 截 面 曲率 _1 
的 紧 Kahler 流 形 , 又 设 :5S 3X 是 光滑 映照 ,那么 


| JP Wx 
S 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 同 伦 于 的 一 个 调和 映照 是 关于 S 上 的 某 双 曲 度量 的 
全 测 地 全 纯 ( 反 全 纯 ) 浸 入 . 


证 明 本 定理 从 定理 3, 同 伦 于 o 的 调和 映照 的 存在 性 , 以 及 Gauss-Bonnet 
定理 得 到 . 


注意 到 wx = — At c (X), 其 中 c(X) Æ X 的 第 一 陈 类 并 且 n = dime X. 
这 样 (23) 可 写 为 
| g*a (X) 
S 


< 4r(g — 1). (23) 


< (n + 1)(g — 1). 
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84. Gromov 拟 模 
设 X 是 拓扑 空间 , 且 设 C,(X) 是 实 奇 异 链 复 形 (记得 : C.(X) 是 问 量 空间 ， 
它 的 基 由 标准 单 形 A* 到 X 的 所 有 连续 映照 所 组 成 ). 任何 k- 链 c 可 唯一 地 与 
成 c= Ù rici, 其 中 ri €R, g; : A > X. 由 
lell = >》 ri 
定义 llcli. 如 果 z 是 H(X, R) 中 的 同调 类 , 那么 , 由 
lzlla = inf{llclli :c 是 表示 z 的 奇异 链 } 


定义 r 的 Gromov 模 . 一 个 模 也 能 在 实 上 链 复 形 C*(X) 上 定义 . WR c 是 一 
个 k- ERE, 定义 


lello = sup{|c(o)| : o 是 和 中 的 奇异 单 复 形 }. 
如 果 a c H*(X,R), 定义 

lallw = inf {||clloo : < 是 表示 a 的 一 个 上 链 }. 
容易 看 出 


lz + yl < llzlli + lylo lzi = [Allah 
a(z)| < lalloollzlli, (1) 
lg = 4(9 — 1) [G]. (2) 
如 果 f: XY 是 连续 映照 , 那么 


fel. < leli E Ifall < lallo. (3) 


特别 地 , 如 果 M, N REISE [M], [N] 表示 基本 类 , 那么 对 f: M 一 
N 


? 


ideg FHIN IIl < MN. (4) 
在 M = N 以 及 iMh 40 的 情形 , 我 们 看 到 |degf| <1. 由 于 Ss” AT" 具有 
到 自身 的 所 有 度数 的 映照 , 因此 ISh = 0, IH = 0 n> 1. 更 具体 地 , 设 
0; : A" 一 S” 被 o; = f; og 所 定义 , 其 中 g : Ar 一 5S" 是 将 OA” 映 成 一 点 的 映 
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照 , 而 f;:S" 一 5" 是 度数 为 7 的 上 映照. 那么， 40; 表示 Se 的 基本 类 . 显然 ， 
inf; | 了 cjzla = 0， 从 而 ||[S7]|]1 = 0. 所 以 ，Gromov 不 变量 定义 了 实 ( 上 ) 同 调 类 
上 的 拟 模 而 不 一 定 是 模 . : 

设 Ce H"(M,R) 是 基本 类 . Gromov 说 明 Cleo < 00 的 充 要 条 件 是 |M] > 
0 [G]. 求 1 > 0| 的 流 形 是 很 有 意思 的 一 件 事 . 文献 上 已 知 下 列 结果 : 

(i) WA M 是 紧 致 的 实 双 曲 流 形 , 那么 , Mh > 0 [G], 并 且 它 的 值 是 已 知 
的 [HMul. 

(ii) 如 来 w 是 非 平 几 的 特征 类 , 那么 , |[w]ll。 < 00 [G]. 

(iii) WR M = SL(n,R)/SO(n), 那么 ， 1 > 0 [Sal. 

Gromov 猜想 任何 紧 流 形 M, 如 果 它 的 通用 履 盖 是 非 紧 型 对 称 空 E, 则 具有 
IMi > 0. 更 一 般 地 , 对 非 正 截面 曲率 且 具 有 严格 负 Ricci 曲率 的 任何 流 形 M， 
Gromov 猜想 成 立 ||[AZ]||1 > 0. 

直观 地 说 , Gromov 模 衡 量 一 个 同调 类 能 被 单 形 表示 的 有 效 性 . 一 个 复杂 的 
同调 类 需要 很 多 单 形 . 


§5. MAMEA Gromov 模 


XT ABO Ht M, Gromov 计算 了 IO 并 据 此 给 出 了 3- 维 双 曲 流 形 
Mostow 定理 的 非常 简洁 的 证 明 . 

it M 是 紧 致 双 曲 流 形 . 让 我 们 考虑 五 "的 二 次 型 模型 , 即 在 Ret! 中 的 双 
曲面 2? +--+ +92 -ay = —1 上 赋 于 不 定 度量 dr? = dr? +--+ de? 一 dz2 1 
在 M = H" 中 的 任意 十 1 个 点 vo ,vx 确定 了 一 个 直线 一 单 形 Ovo, Ue? 
A* 一 A” BN v0,… ,vi WGE. 在 on... 。 的 各 种 参数 化 方法 中 , 我 们 
对 双 曲 面 模 型 有 一 个 具体 的 表示 .在 这 个 模型 中 ，wo,… ,wk 变 成 R"*+1 中 的 
mR, 它们 确定 了 一 个 仿 射 单 形 a. 从 坐标 原点 到 a 的 锥 和 双 曲 面 的 一 叶 相交 并 
且 这 个 锥 给 出 了 a 和 cu on 之 间 的 1 一 1 对 应 . 所 以 , 我 们 给 出 了 H” 中 
的 一 个 参数 化 直线 单 形 oo, w， 这 对 于 A” 的 等 距 是 自然 的 . 任何 奇异 单 形 
r: AF — M 能 提升 为 M 中 的 奇异 单 形 +, 因为 A* 是 单 连通 的 . 设 straight (7) 
EM 7 具 相 同 顶 点 的 直线 单 形 且 设 straight(7) 是 straight(7) 在 M 上 的 投影 . 
straight(7) 不 依赖 于 提升 +, 并 且 线 性 地 延 拓 到 链 上 映照 c,(M) 一 c,(M), 它 是 到 
恒 等 映照 的 链 同 伦 . 所 以 ，r 和 straight(7) 表示 同一 个 同 伦 类 . 显然 , 对 所 有 链 
c，||straight(cjla < llel. 所 以 , 为 了 计算 一 个 同调 类 的 Gromov 不 变量 只 要 考 
EAA T. 
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如 果 M 是 非 正 曲率 的 完备 流 形 ， 我 们 也 只 要 考虑 “ 测 地 ” 单 形 ，、M 中 
的 测 地 单 形 是 以 下 列 方法 得 到 的 奇异 单 形 o. 设 vo,… ,vs 是 M 中 的 点 且 设 
6 :A* — M 是 映照 


(Ao, 。。。 , Ak) 一 一 质量 分 布 和 00Ouo 十 cae 十 AkÔv, 的 重心 ， 


EAS, = v H Dirac 测度 . ABA, Wo =roð. 注意 到 根据 著名 的 Cartan 定理 
上 述 重心 是 存在 的 . 所 以 , 测 地 大 一 单 形 被 M/m(M) 所 参数 化 , 并 且 它 们 的 边 
都 是 测 地 线段 . 

H” 中 的 单 形 , 如 果 它 的 所 有 顶点 都 在 HH” 的 Poincaré 圆 盘 模型 的 无 穷 远 球 
HE, 称 为 是 理想 的 . 一 个 单 形 , 如 果 它 所 有 顶点 的 置换 都 能 通过 HH” 中 的 等 距 
得 到 , 称 为 正则 的 . 

定理 [((HMu)] 在 H", n > 2, 中 一 个 单 形 有 有 限 极 大 体积 的 充 要 条 件 为 
它 是 理想 的 并 且 是 正则 的 . 

定理 每 个 闭 定向 的 双 曲 流 形 M” 满足 不 等 式 

mh > T2, 


其 中 un 是 有 H"(n > 2) 中 单 形 的 极 大 体积 . 
证 明 it brio; 是 表示 [M] 直线 链 . AKA, 


Vol( AL ) = h- dV = > | o;dV < ` IrilUn. 
Ti An 


例如 , 根据 Gauss-Bonnet AI, v = 7. MERERI M] > 0. 

根据 [G] 中 的 一 个 定理 , 如 果 M 是 闭 的 定向 流 形 ，|| Cj = c Vol(M), 其 中 
o 只 依赖 于 MI. Gromov 也 证 明 如 果 M = H", 那么 c= L, 因此 上 面 定理 中 的 
不 等 式 实 际 上 是 等 式 |T, 6.2]. 


推论 如 果 f :JM 一 NN 是 定向 闭 双 曲 流 形 间 的 映照 ,那么 


Ti 


Vol(M) > |degf|Vol(V). 


证 明 从 (4) 和 上 述 不 等 式 即 可 得 到 . 

对 3 维 双 曲 流 形 的 Mostow 定理 的 Gromov 证 明 (如 [T, 6.3] 所 示 ) 也 对 
维 数 n > 3 情形 适用 , 这 是 由 于 在 A” 中 的 极 大 体积 的 理想 单 形 一 定 是 正则 的 
IHMu] (前 面 所 引 定 理 )， 为 方便 读者 , 我 们 这 里 叙述 Mostow 定理 以 及 Gromov 
论述 的 何 明 概要 . 
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Mostow 定理 设 M 和 NN 是 完备 的 有 限 体 积 双 曲 流 形 . 如 果 它 们 同 伦 等 价 , AB 
么 它们 必定 等 距 . 


Gromov 的 证 明 ik f: MON 是 同 伦 等 价 , Hike f: H8" H" 是 f 的 提升 . 
那么 ，f 诱导 了 在 无 穷 远 球 间 的 一 个 连续 映照 foo: sl ott. 从 上 面 推 论 
我 们 得 到 Vol(M) = Vol(N). 所 以 , 只 要 vw, ,Un € St) 张 成 一 个 正则 理想 
双 曲 单 形 , 那么 ，jfce(uo)…… ,feelun) 亦 然 . 考虑 任何 理想 正则 单 形 o 以 及 它 关 
F o 面相 继 反 射 的 像 .ec 的 所 有 那些 像 的 顶点 的 集合 在 S%-! 中 是 稠密 的 . 由 
于 jc 被 这 个 稠密 集 所 确定 ，jee 一 定 是 A” 中 唯一 的 等 距 在 StS) 的 限制 , 这 
Libs SPER M 一 N 的 等 距 . 


附注 在 前 面 推论 中 如 采 等 号 成 立 , 那么 , f 同 伦 于 一 个 覆盖 映照 
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WD ERA p 的 有 界 对 称 域 , 其 上 赋 于 Bergman AE. 假定 度量 规范 
化 使 极 小 西 曲率 为 -1, 因而 极 大 全 纯 截 面 曲 率 为 -3. 设 w 是 该 度量 的 Kabler 
形式 , 且 设 X 是 以 D 为 通用 覆盖 的 紧 流 形 ， 那 么 ，w 定义 了 一 个 上 同调 类 
lw] € H7(X,R). 在 [DT] 中 ，Domic 和 Toledo HEH T XJ HER, Iwll =p r. 
这 个 绪 采 有 下 列 拓扑 上 的 推论 . 设 f 是 从 Riemann M X, g > 1, 到 XX 的 连续 映 
RR. ABA, | fy Frol 和 4p(g 1r. 这 个 结 采 曾经 在 [Tol PX} p= 1, BI D =C 
中 的 单位 球 证 明 过 , 他 用 不 同 的 方法 : 调和 映照 和 Bochner 公式 . 这 个 方法 不 可 
能 推广 到 高 秩 数 的 情形 : 利用 Bochner 公式 得 到 的 逐 点 不 等 式 对 秩 数 p > 1 时 
事实 上 不 成 立 ， Gromov 方法 能 导致 拓扑 上 的 推论 是 很 有 意义 的 . 本 节 我 们 研 
究 [DT] — X. 

根据 前 一 节 关 于 测 地 单 形 的 讨论 , 为 了 给 出 ello WER, 只 要 给 出 faw 
Hiir, 其 中 A 是 D 中 的 测 地 三 角形 . 


WEAR 注意 到 如 果 P e D, ABA, 存在 关于 Bergman 度量 的 (唯一 的 ) 位 势 
op, B dde pp ={w, 满足 

(a) pp(P) =0, 

(b) pp 在 P 的 安定 群 Kp 下 是 不 变 的 ， 


< pr. 
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(c) 在 通过 P Me Ede pp = 0. 
设 P, Q, R 是 A 的 顶点 . 那么 ， 


| o= | ape= | fpr = | d“ pp 
A A ðA 7(Q,R) 
y(Q,R) 


其 中 y(Q, R) EM Q 到 R 的 测 地 线段 . 现在 hpo = pp — pq Œ D ENB aA 
函数 ( 即 ddhpo = 0). 由 于 单 连通 流 形 上 的 任何 多 调和 函数 一 定 是 某 全 纯 函 数 
的 实 部 hpo = ReHpo, 其 中 Hpo 是 D 上 的 全 纯 销 数 . 设 kpo = ImHpg. 那 


么 ， 
| w= | d hpo = | dkpQ = kpq(R) — kpq(Q). 
A 7(Q,R) 7(Q,R) 


这 样 我 们 必须 说 明 
ikpo(R) — kpQ(Q)| < pr. 


我 们 注意 到 两 边 都 是 乘积 下 可 加 的 , 只 要 对 不 可 约 区 域 证 明 不 等 式 . 已 知 不 可 
约 有 界 对 称 域 分 类 如 下 [C]: 


Ipa: Dp, = {Z € Mp a(C) : Z*Z <1}, p< q. 
Ip: {Z € Dpp: Z = —Z}. 
Hp: {Z€ Dpp: Z =Z} 
IVan: {(2,...; 2n) E€ CP: |2? + +24] <1 FH 
14|? + H 22)? > (la? H lnl). 
V, VI: 维 数 分 别 为 16， 27 的 例外 域 . 


我 们 对 第 一 类 域 Dp, 进行 证 明 . 对 于 I 和 I, 情形 定理 1 的 证 明 可 同样 讨 
i. Dp 是 CPH = {(u,v): u € CP,v € CH} 中 复 p 一 平面 全 体 的 Grassmann 
流 形 G(z,9) 的 非 紧 对 偶 , BEEZ G(p,9) 的 开 子 流 形 , 其 上 Hermite 形式 
jul? — |u|? 是 正定 的 , 两 者 对 应 被 


Z € Dpag > {(u, Zu): u € ŒP} € G(p,q) 


86. 对 称 域 的 Kahler 类 的 Gromov 模 .51. 
给 出 . 据 此 容易 看 出 它 的 自 同 构 群 是 
AB 
SU (p,q) = SL ,C): 
(p,q) (33) E€ SL(p+q,C) 
A* Cr 1 0 AB\ (10 
Bx D) \o-1/\copD/ \o-1/ { 
SU (p,q) Æ Dp a 上 的 作用 通过 2 一 人 8 SB Dp,y 的 秩 为 p 
命题 KR 人 是 顶点 为 0,20,2 的 Dog 中 的 测 地 三 角形 . 那么 ， 


Í y= at det(1 — ZZ) 
A ’det(1— ZZ) 


(“arg Æ% Z= Zo 时 为 零 的 连续 分 支 .) 
WEAR 中 心 在 O 点 的 Bergman 度量 的 位 势 是 


po = — logdet(1 — Z* Z). 


为 了 得 到 pz 我 们 注意 到 下 式 是 SU(p,q) 中 将 Zo 变 到 O KER 


AB\ [( (1-202)-3 -(1— ZZ)? Zo (5) 
CD) \-Z(1- 2Z§)-? (1-220)3 J 


ABZ, 


pz, = —logdet(l — {(AZ + B)(CZ + D)~'}*(AZ + B)(CZ + D)¥ 
= —logdet[(CZ + D)*~'(CZ + D)*(CZ + DCZ + D) — 
(CZ + D) (AZ + B)*(AZ + B)(CZ + D)}] 
= log | det(CZ + D)|* — log det[(C Z + D)*(CZ + D) — 
(AZ + B)*(AZ + B)] 
= log | det(CZ + D)? + po 


HF (CZ + D)*(CZ + D) — (AZ + B)*(AZ+ B)=1-2Z*Z. 从 而 


hoz, = —log|det(CZ + D)|? = Rellog det (CZ + DY’). 
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所 以 


Z 
| w = koz(2) — kozo (Zo) =argdet(CZ+D)-?|， 
A 0 


_ or det(CZ+D)|4 _ ar det (1 + D-!CZ) 
~ 878 Get(CZ4+D)\z -$ det(1 + D-!CZ) 


Z 


Zo 
现在 , 利用 (5) Hh FAHER f, Zõf(ZoZ) = f(202)26， 


D-ICZ = -( — Zč Zo)? Zč(1 — BZ) 2Z = -ZZ, 


所 以 
o o ZZ] ag det 一 大 
ik ~ TS Get(1—ZrZ)lz” det(1 — ZeZ)’ 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


对 Dp, 的 定理 1 的 结论 从 以 下 讨论 立即 得 到 : MFR Zo,Z € Do 那么 
ZěZ € Dog. Mii, ZZ 的 特征 值 d1,:… ,do 落 在 单位 圆周 上 . 由 于 对 | 和 | < 1, 
因为 


因此 


定理 2 我 们 有 


Ikolli = p T. 


证 明 根据 定理 1, lollo <p r. 我 们 只 要 对 每 个 D 找 一 个 G 中 离散 的 ， 
无 挠 的 余 紧 子 群 工 使 对 和 = D/T 有 |wxll。 = p r. 根据 比例 原理 [G, 2.3] B 
知 对 以 DD 为 通用 覆盖 的 所 有 紧 流 形 X，|[wxjll。 是 相等 的 

我 们 构造 一 个 域 Doa 的 例子 . 其 他 类 形 的 域 p, II 类 似 地 处 理 . 我 们 运用 
算术 群 理论 中 的 一 个 事实 [B]: Dp q 的 Grassman 模型 中 将 形式 改 成 |ul? 一 V2|v|?， 
即将 D，。 表示 成 G(p, q) 的 开 集 , 其 中 Jul? — V2|v|? 是 正定 的 . 设 O 是 Q(i, v2) 
中 的 整数 环 并 和 且 = SL(p +q,0) N SU(A), HP H = |ul? — V2\v\?. ABA, T 
在 SU(H) = G 中 是 余 紧 的 . 


86. 对 称 域 的 Kahler 类 的 Gromov 模 .53. 


现在 将 单位 圆 盘 Dil: = {z EC: |z| < <5} 用 同样 方法 表示 : C 中 使 模 
Hi = |u}? 一 V2|v|? 正定 的 直线 . 由 


W(z) = Zz 


EXIRR Y: Dia 一 Dog. 它 是 全 测 地 的 其 像 在 规范 Bergman 度量 下 具有 曲率 
-3 它 在 同 构 于 SU(H ) 的 一 个 群 下 是 稳定 的 . BET, = 57(2,0)n SU(E). 那 
么 DE SU( 梧 ) 中 是 余 紧 的 . BT, 分 别 是 Fi, T 中 的 有 限 指标 的 无 挠 子 
群 , 且 设 

S=D,1/T, X = Dpa/T". 


那么 , S SH 9 > 1 的 紧 致 Riemann M, X 是 被 D,, 覆盖 的 紧 流 形 , 并 且 上 


述 映照 y 给 出 了 一 个 映照 /: 3 X, 使 得 frw 是 9 上 具 常 曲率 -i 度量 的 
Kahler 形式 . 所 以 ， 


人 ro=p 人 5fro=p/ -KaA= pirig- 1). 


根据 Gromov 模 的 性 质 ((1), (2), (3)), 以 及 定理 1， 


Lr 


由 于 等 号 成 立 ， wx] = p 7, 正如 所 要 证 明 的 . 


附注 在 定理 2 的 证 明 中 , 我 们 看 到 曲率 为 -> 的 全 测 地 复 曲 线 给 出 了 那 
些 不 等 式 的 极 值 情形 , 并 且 在 83 ([Tol) 中 证 明了 当 p= 1 时 , 那些 是 精确 到 同 
伦 的 仅 有 极 值 . WR p > 1, 可 能 有 其 他 的 极 值 . 例如 , 如 果 Ss 是 Riemann H, 
X=SxSIFH f EREMIE, 那么 等 号 也 成 立 . Toledo 也 指出 , 如 
在 [To] 中 , 利用 Bochner 公式 不 难得 到 仅 有 的 全 纯 极 值 是 全 测 地 的 . 这 样 , 寻找 
X 的 几何 条 件 , 以 确保 所 有 的 极 值 都 同 伦 于 全 测 地 映照 , 是 有 意义 的 问题 


= |f wx]([SD)| < [ex] llooll[S]ll1 < pr4(g — 1). 
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根据 Whitney 的 一 个 定理 , 每 个 光滑 n 一 维 流 形 M” 可 光 请 地 般 人 到 R?” 
中 . 将 R” 看 为 C", 人 们 会 问 这 个 租 和 是否 具有 和 复 结 构 有 关 的 恨 好 性 质 . 最 
简单 的 性 质 和 复 切 平面 相关 . 如 果 M 没有 复 的 切 平面 , 通信 就 称 为 全 实 的 . 一 
般 地 , 整体 全 实 般 入 是 有 障碍 的 . 例如 , 如 果 M 是 紧 的 , 定 同 的 并 且 是 全 实 的 ， 
ABA, ERY Euler 示 性 数 为 零 . 当 M 具有 拆 立 的 复 切 平面 时 ， Webster 得 到 了 
一 个 Euler 数 的 显 式 表 达 式 . 更 明确 地 说 , 在 [Wel] F, 他 考虑 了 复 二 维 流 形 N 
的 一 个 紧 致 、 光 滑 、 实 的 能 人 或 温和 人 二 维 曲面 M, 它 只 具有 孤立 的 复 平 面 . 他 给 
出 了 M 的 Euler WER, 法 从 的 Euler 示 性 数 , 以 及 复 切 平面 指标 和 之 间 关 系 
的 公式 . 如 果 N 是 Kabler 曲面 ，M 是 分 文 极 小 浸入 但 不 是 全 纯 曲 线 , 他 说 明 
了 复 切 平面 是 孤立 的 , 并 且 每 个 有 负 指 标 . 从 而 , WEHR TERRAIRES 
fa] CP? 的 球面 S? 一 定 是 全 纯 曲 线 , 所 以 是 标准 CP’ 或 是 一 条 圆锥 曲线 . 我 们 
将 在 这 一 章 研 究 [Wel] 的 结果 . 


§1. 孤立 复 切 平面 的 指标 
设 M 是 实 曲面 , 六 是 M 上 的 秩 2 的 复 向 量 从 ,而 VC 六 是 秩 2 的 实 子 


M.S, Z= 一 了 ,为 V 的 底 实 向 量 从 上 的 复 结构 . 对 pe M, WRK q= p 时 
V, 和 JV HE, 而 对 p 的 去 心 领 域 中 的 q, V, 和 UV, FARRER, 那么 ，M 在 p 有 


$1. 孤立 复 切 平面 的 指标 .55 . 


MRM. 设 re 表示 V YA V, 到 其 法 空间 F, 的 正 交 投影 (关于 V 上 的 某 一 
度量 ). Wu Æ V 在 p 附近 的 非 零 截面 . 那么 ,xJv 是 F 的 局 部 截面 , BE DB 
IMER. p 点 的 指标 ，ind(p), 是 映照 q > aJu(q) 关于 纤维 坐标 的 映照 度 ( 即 
Wee). 在 相差 符号 下 , 这 是 良 定 的 . 这 个 符号 可 由 M 的 局 部 定向 的 选取 以 及 
p 点 附近 的 纤维 的 选取 所 确定 . 

现在 , 在 更 特殊 的 情形 , 假定 f 是 M 到 一 个 复 曲 面 N 的 光滑 浸入 ，N 的 
WAX TN. id V = -1(TN), V = (TM), 而 下 是 V EV 中 的 法 从 .这 
E, A 表示 f 的 微分 , 看 为 从 TM 到 f-1(TN) 的 从 映照 ，M 在 p 附近 局 部 
定 站 的 选取 卓然 诱导 了 TM 局 部 定向 , 从 而 借助 于 六 确定 了 V 的 定向 . 这 个 
ERM TN 的 自然 定 问 诱导 了 FF 的 一 个 局 部 定向 , 使 定向 从 等 式 V@F=V 
成 立 . ET p 点 的 孤立 复 切 面 , 关于 上 述 定向 我 们 定义 ind(p). 由 于 M 局 部 
定 回 的 改变 , 会 导致 V 和 FF 的 定向 的 改变 , 指标 是 良 定 的 , 并 且 是 p 点 附近 M 
E N 中 的 局 部 双全 纯 不 变量 . 如 果 M 是 紧 的 , 我 们 在 M 上 选取 光滑 切 向 量 场 
v, 它 在 每 个 具 复 切面 的 点 非 零 , 而 且 只 有 孤立 零点 . 为 了 叙述 下 列 公 式 , 要 应 用 
Poincare-Hopf 的 定理 : Euler 示 性 数 x(M) 等 于 M 上 切 向 量 场 的 零点 指标 和 . 
而 x(F) 表示 F 的 某 截 面 的 零点 指标 和 . 比较 v 和 oJ fo 的 指标 得 到 了 下 列 结 
果 , 其 中 M 不 一 定 是 定向 的 , 这 正如 参考 文献 [We2] 中 所 做 的 . 


命题 1 设 紧 曲面 M 是 只 有 孤立 复 切面 的 到 复 曲 面 N 中 的 浸入 . 那么 ， 


x(M) + x(F) = > ind(p), (1) 


P 
其 中 对 M 上 所 有 复 切面 的 点 作 和 . 


我 们 对 ind(p) 做 更 详细 的 描述 . 考虑 流 形 上 秩 为 r 的 一 个 复 向 量 从 VV. 假 
E V 具有 Hermite 度量 , 记 为 g(u,v), 它 是 两 个 回 量 Fl v 的 Hermite WAR 
的 实 部 .9 是 基底 实 向 量 从 上 的 实 内 积 . 我 们 将 g 和 J 复线 性 扩张 到 V@C = 
VEV”, VW =V, ÆV EJ =i. 这 样 , 如 果 w 和 w BV’ 的 两 个 截面 , 那么 ， 
g(u,v) = 0 而 g(w,5) 是 它们 的 Hermite AAR. g 和 J 是 相 容 的 ，J*g =g. 我 们 
还 假定 了 上 有 和 Hermite 度量 相 容 的 联络 D. 它 诱导 了 实 从 上 的 联络 , 仍 记 为 
D, 并 日，Dog = 0. 

We, 1 < i < 27, Æ V 中 实 的 局 部 单位 正 交 标 架 场 , 并 且 设 


1 . 
Bj = 5(€2j-1 — taj), 1J <r. 
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那么 ，g(ei,ej;) = bis OF 


dB Bj) = 0， (Bis By) = Zô (2) 
我 们 引入 联络 1 一 形式 E = (&;;) A n= (mz) 
DE; = &j Ej + Ej, DE; = £E; + Tig Ej. (3) 
将 (2) 协 变 微分 得 到 
E+E =0, n+ =o. (4) 
现在 设 vi, 1<i<r, AV! 中 的 西 标 架 场 ，g(wvi,5;) = 36i;. 我 们 有 
Du = piju wtp =0. (5) 
两 个 标 染 场 的 关系 为 
Ei = aijt; + biD;, Ej = bijv; + Gig; (6) 
从 (2), 我 们 得 到 下 列 和 矩阵 天 系 式 
0=ab'+bat, I= aū +b. (7) 


从 (3), (5), (6) 我 们 有 
dat+awy=é£at+nb, db+by = Eb + nā. (8) 


现在 , 假定 > = 2 并 且 V CV 是 实 二 维 平 面子 从 , 在 p 点 有 复 切 面 ， 我 们 
取 e;, i 二 1,2, KM V, M ea, a=3,4 张 成 法 从 F. 我 们 再 假定 e2(p) = 
Jei(p), ea(p) = Jes(p), 并 且 设 vi(p) = Bi(p), 从 而 


aij(p) = dij, bi;(p) = 0. (9) 
和 陈 - Wolfson 在 [CW] 一 文中 一 样 , 我 们 对 标 染 E; Be vi. 我 们 可 以 写成 


Ei = qv, + TV2, ql’ 十 Ir |? = Dk + tl” = 1, 


(10) 
E = sv2 + tū, gtt+rs=0, q(0)=s(0)=1, r(0)=2(0) =0. 
在 这 样 的 标 染 下 (8) 给 出 了 
dq +qWi1 = 9&11 + tn, qvi2 = SẸ12, (11) 


dr — reo = rE 十 3112， tho = —Ty 2. 
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WERNE Q = 5, 那么 (11) 给 出 了 
dQ =Q(Vil + Wa2) + (q5 — rt)q me. (12) 


注意 到 , 在 复 切 面 处 恰好 JE, = iE, WÄ rR Q 为 零 . 如 果 p 是 孤立 复 切 点 ， 
TE p 点 附近 可 用 Reve, Imos 张 成 的 平面 逼近 而 不 改变 指标 . 由 于 


el 一 2Re(qvl + rv2), Je, = 2Re(iqui — irvo), 
TJe1 © 2Re(iqui — irve — iF) = 4Re(—ird), 


这 样 ，ind(p) 是 映照 


的 旋转 数 . 


§2. Kahler 曲面 中 的 非 全 纯 极 小 浸入 


现在 , 我 们 考虑 M 在 Kabler 曲面 (N,g) 中 的 光滑 分 支 极 小 浸入 f. 即使 在 
分 支点 , 我 们 仍 可 和 上 面 一 样 的 定义 复 切 点 的 指标 . 假定 在 M 上 有 一 个 光滑 度 
E 9°, 对 此 ，f 是 弱 共 形 分 支 调和 浸入 ，f*g =g, 其 中 ，c > 0 并 且 在 分 支点 
AN MISE M. 

命题 2 wR f(M) 不 是 全 纯 曲 线 , 那么 , 它 只 有 孤立 复 切 点 , 它们 有 负 指 
标 . 

证 明 我 们 在 复 点 p ( 切 平面 Vy 是 复 的 , 它 可 能 是 分 支点 ) 附近 研究 映照 
f. 设 

EY = z(e — ie2) p° = 60? + 103 = udz 

是 M 上 关于 g? 的 局 部 标 架 场 和 余 标 架 场 ，z = z 十 iy, z(p) = 0 是 局 部 等 温 人 参 
数 , FFA u0. WER D 表示 关于 g 的 Levi-Civita 联络 , 那么 


—0 
DP =—-E@y®, E+E =0, do? = yg ne. 


我 们 和 (10) 中 一 样 选取 V = 广 !(TN) 中 的 局 部 可 容许 标 架 ，9; 是 对 偶 于 E; 
的 1-- 形 式 . 从 而 , ARB A, AA = 6, 使 


fE? = AE, or f*pi 三 pl = Av®, fpa = p2 =0 (14) 
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Mor. N 是 Kabler 曲面 , 它 的 Levi-Civita 联络 D 和 Hermite 联络 相 一 致 . 我 
们 还 有 
Li = —Eji D Pi WN @ Pj, dpi = Pj A Sij +P; A Tiz- (15) 
我 们 记 f 的 RRA 
fx = P fa E? + PPE = 入 P Ey 十 APE}. 
f 的 第 二 基本 形式 ,，V 一 值 的 对 称 2-- 形 式 , 被 定义 为 
IT = Df,, D= DI®I+I®D. 
从 (14) 和 (15), 我 们 得 到 
dA + A(t11 — EP) = NY, (16) 
并 且 
Nig =ap + bP, M2 = cp” + OF", (17) 


其 中 a, b, c, 入 是 光滑 实 函 数 . 从 (16) 可 见 入 满足 方程 Az = KX. 它 说 明 入 几 
乎 是 全 纯 的 , 根据 一 个 有 名 的 定理 [Bel, 并 由 于 A0, 它 在 分 文 点 BA PSI 
形式 

A= ztM0, €>0, AO, (18) 
从 (16) 和 (17) 给 出 


IT =X (PPPE +X (PPE + (E12 @ G1 + Tyg @ Gy) 


_ D (19) 
+ (€42 8 Gy + M2 @ 91) Fe, 
其 中 
E12 Q 91 + Hy Q Pi = aly")? + 2yp'P" + aG")’. 
f 的 张力 场 是 
rp = Tr Hy =I(el,ei) 十 IIr(ez,e2) 
_0 (20) 


= 4411;(E",E ) = 8(bE2 + bE). 
f 是 调和 的 充 要 条 件 是 b= 0. 此 时 ，(12) 和 (17) BRA Q+ KR = 0, 又 根据 
[Be] 中 的 定理 , 可 见 或 者 Q = 0, 或 者 @ = 2*Qo, k21, Qo 40. MH Q =O, Af 
Z, JM) 在 f(p) 附近 是 全 纯 曲 线 , 否则 ，p 点 具有 孤立 复 切 面 , 并 且 (13) AW 
式 z 4i7(z) = 4iz Qog. 据 此 得 到 ind(p) = —k < 0. 


§2. Kahler 曲面 中 的 非 全 纯 极 小 浸入 .59. 


附注 (1) 上 述 命 题 起 因 于 下 列 观察 . 如 果 M BRAR N 中 , 并 且 有 一 个 指 
标 为 +1 的 点 (椭圆 点 ), 那么 有 一 个 边界 落 在 M 中 的 光滑 单 参数 解析 圆 盘 族 ， 
并 收缩 到 p. 这 可 用 来 构造 M 的 局 部 变 分 , 根据 Wirtinger 不 等 式 , 面积 严格 缩 
小 . 所 以 M 不 可 能 是 极 小 的 . 
(2) 在 每 个 分 支点 p，(18) 中 的 指数 4 = Up) 是 分 支 阶 数 . 如 果 M Ep 点 没 
有 复 切面 , 我 们 令 ind(p’) = 0. 根据 命题 1 和 命题 2, 


x(V) + x(F) = > ind(p) < 0, 


p 


并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 V 是 全 实 的 . 设 v 是 紧 曲 面 M 上 的 光滑 向 量 场 ， 


在 分 文 点 上 都 不 为 零 , 并 且 只 有 孤立 零点 . 那么 ，f,(v) E V 的 一 个 截面 .v 的 
每 一 个 零点 都 对 应 于 f,(v) 的 具 相 同 指标 的 零点 . 在 分 支点 p, fe (v) 则 增加 一 
个 指标 为 Lp) 的 零点 . 所 以 , 将 所 有 分 支点 相 加 , 我 们 有 


x(M) + x(F) + > _,t(p)= > ind(p) < 0. 
p’ p 
推论 设 M 为 紧 致 定向 亏 格 为 g 的 曲面 , RRA) CP? ( 具 任 何 Kähler 
度量 ) 中 , 具有 同调 指数 CZ,  Ho(CP’,Z) 中 M=k-CP!, 并 且 y(F) = k. 
如 果 M 不 是 复 代 数 曲 线 , 那么 


k? < 2g — 2, 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 M 是 全 实 的 . 


由 此 可 得 , CP? Pau MA 32 是 代数 曲线 , 次 数 为 bk, (k 一 1)(k 一 2) = 2g, 
所 以 , 它 是 复 直 线 或 圆锥 曲线 . 如 果 M 是 极 小 圣人 环 面 , 那么 , 它 或 是 非 奇 异 复 
3 次 曲线 或 次 数 k = 0 并 且 是 全 实 的 . 4 CP? WRF Fubini-Study 度量 时 , 后 者 
的 实例 由 Clifford 环 面 所 给 出 . 
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对 一 个 极 小 曲面 , 如 果 它 面积 泛 函 关于 所 有 具 紧 致 文集 的 第 二 变 分 都 是 非 
负 的 , ABA, 这 个 极 小 曲面 称 为 稳定 的 . 这 类 曲面 最 早 的 整体 结果 是 由 Bernstein 
做 出 的 . 他 证 明 R 中 所 有 完备 极 小 图 ( 它 自然 是 稳定 的 ) 一 定 是 平面 . Schoen， 
Simon 和 丘成桐 的 方法 [SSY] 给 出 了 RH 中 稳定 极 小 超 曲面 M” 的 Bernstein 
定理 的 证 明 , 只 要 对 某 pe (0,4+ yÈ) 使 


lim R. Vol(Br) = 0 


成 立 . 注意 到 , 这 个 条 件 , 当 n <5 时 , 对 RH 中 的 极 小 图 总 是 成 立 的 .Fisher- 
Colbrie 和 Schoen [FS] 证 明了 非 负 数量 曲率 三 维 流 形 中 完备 稳定 极 小 曲面 的 一 
个 分 类 定理 . 它 的 一 个 推论 是 : R 中 的 所 有 完备 定向 稳定 的 极 小 曲面 必 是 平面 
这 个 推论 也 被 do Carmo 和 彭 家 贵 所 得 到 [CP]. 

前 面 所 提 到 的 所 有 结果 都 是 超 曲 面 ， 对 高 余 维 数 情形 ，Wirtinger [Wi] 说 
HT, C 中 的 一 条 全 纯 曲 线 一 定 是 面积 极 小 的 . 鉴于 Wirtinger WAR, AM 
Ea: R 中 的 一 个 面积 极 小 曲面 是 否 会 落 在 R 的 一 个 偶数 维 仿 射 子 空间 中 ， 
并 且 , 它 关于 这 个 仿 射 子 空间 中 的 某 个 正 交 复 结构 是 全 纯 的 . Morgan [Mo] 已 
经 证 明了 R 中 定向 二 维 平面 的 非 零 集 合 和 仅 当 在 这 些 平面 张 成 的 空间 的 茶 复 
结构 下 所 有 这 些 平面 都 是 复 的 时 候 才 是 面积 极 小 的 . Micallef 在 他 的 文章 [Mi] 
中 对 上 述 问题 在 n > 4 时 给 出 了 部 分 肯定 的 回答 . 他 证 明了 R* 中 任何 完备 定 
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问 的 , 抛物 稳定 极 小 曲面 关于 R4 中 的 某 个 正 交 复 结构 是 全 纯 的 .他 还 证 明了 
R”, n > 4 中 完备 定 问 稳 定 的 极 小 曲面 , 如 果 它 的 亏 格 为 零 并 具有 有 限 全 曲率 ， 
ABA, 它 也 是 全 纯 的 . 值得 指出 ，Osserman [O] 在 R* 中 构造 了 一 族 全 平面 上 的 
极 小 图 , 它们 关于 RE 中 的 任何 正 交 复 结构 都 不 是 全 纯 的 ; 所 以 , 根据 Micallef 
的 结果 那些 极 小 图 就 不 是 稳定 的 . 
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Riemann 流 形 N 中 的 极 小 子 流 形 Mt 是 稳定 的 条 件 表示 为 下 列 不 等 式 (如 
参见 L), 它 对 所 有 具 紧 致 文集 的 法 从 截面 s RA: 


0 < I(s,s) 


一 J (7 IDes? - 2 (V。 €j: S DR S, Ci) Ci, S s) )dVm, 


其 中 ei1,… ,el 是 M 的 单位 正 交 切 回 量 场 ， D 是 M 上 法 丛 的 联络 ，V' 是 N 
的 联络 ，R' 是 的 曲率 张 量 . 如 果 N = 有 ,不 等 式 简 化 为 


f ae< f ast, (1) 


其 中 ds 是 向 量 值 函数 s 的 方向 导数 , HET, N 分 别 表 示 到 M 的 切 空 间 和 法 空 
间 的 正 交 投影 . 不 等 式 (1) 对 M 的 复 化 法 空间 NCM = NM 9C 的 具 紧 致 支 集 
的 截面 仍然 成 立 ; 只 要 将 s 实 部 和 虚 部 的 稳定 性 不 等 式 相 加 即 可 . 下 面 假定 M 
是 实 的 二 维 定向 曲面 . 设 z 表示 M 上 的 一 个 复 坐 标 . 那么 , 我 们 记 ds = 6s 十 0s， 
这 里 As = (0ss)dz 以 及 ðs = (8zs)dz. 从 而 (1) 可 改写 成 下 列 形式 : 


2 | COMES) as? = f as? + | GBA 
M M M M 


考虑 到 R” 是 平坦 的 并 且 s 具 紧 致 文集 , 分 部 积分 产生 fuls? = fy |Osl?. 所 


以 ， 
2f los +2f (Ø <2 J los? 
wie 
/ (ear < | (as) |. (2) 
M M 
类 似 地 


J (As)? |" < 人 (Os) ° 
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82. 到 R” 中 全 纯 浸入 的 一 个 特征 


设 N2n 是 实 维 数 为 2n 的 Kabler 流 形 . KHAAA J 拓展 到 N 的 复 切 从 
T-N = TN QC, 我 们 有 TeN = Tc N'° 6 Tc N®!, 其 中 , To N*° Fl To N°? 分 
别 是 J 关于 特征 值 为 和 i 的 特征 空间 . 由 于 N A Kahler MÉ, 上 述 TcN 
分 为 (1,0) 和 (0,1) 子 从 的 分 解 在 TN 的 Levi-Civita 联络 V 下 是 不 变 的 . TN 
上 的 Riemann 度量 可 以 用 两 种 方式 延 拓 到 Te N: 

(i) 以 复 双 线 性 形式 , IN (, ). 
(ii) 作为 Hermite 内 积 , WÑ <, >. 

它们 的 关系 被 下 列 公式 给 出 


K z,w >= (z,d), z,w ETN 8C. 


注意 到 对 Tc N10 中 的 所 有 截面 s, t 有 (s,t) = 0. HAZ, TcoN'° RF Hermite 
内 积 <, > 正 交 于 TN”. 4 N =R” 时 , 我 们 用 点 积 记 号 代 蔡 (，). 
命题 A F: M” o R” 是 到 欧 氏 空间 的 一 个 浸入 . BEREM 上 的 向 
SAE FOV, 满足 下 列 条 件 : 
G) TceM2EQE, NeMVOV. 
(ji) EFOVKT <, > EXT EOV; 
Gii) d: T(E @V) ~T(E@V)@T*M). 
那么 ,分别 存在 M?” fo R” 上 复 结构 J fe J, JAT M 上 的 由 浸入 诱导 
的 度量 是 正 交 的 , J ATR” 上 欧 氏 内 积 是 正 交 的 , HLF RT J fe J 全 纯 . 
证 明 it {e1,--- ,em} 和 {em41,… ,en} DHE PAV 关于 多, 六 的 局 
部 单位 正 交 标 架 场 . 根据 (iii), 有 1 一 形式 wap, A,B € {1,… ,n} AMA nxn 
FEM, 使 


de, = SWAB & eB. 
B 


定义 2n x 2n 复 矩 阵 C, 满足 Ct = (e1,… ,en,61,… ,En). ABA, 我 人 有 dC = 
v@C, 这 里 
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其 中 ，i 和 -i 都 在 对 角 线 上 出 现 n 次 . 定义 J = Cr-lJoC. 那么 J? = 一 JL,. 
FFA, J EXER. 事实 上 , 根据 (i), 


CC = 0 dn . 
I, 0 


J =J = O JC + Ct h0 = C (JoCCt + CC*Ig)C = 0, 
这 里 , 考虑 到 C-1 = Ct. 最 后 ， 


所 以 


dJ =—C dCC t JaC + C71 hdC= -C0 (wh — Jow)C = 0. 


所 以 J WE F(M) BBR. 这 样 , 我 们 可 以 把 J 自然 地 延 拓 到 R” 中 的 每 一 
A, 从 而 定义 了 R 上 的 一 个 复 结构 . AF, 它 用 正 交 标 架 来 定义 ，J 是 正 交 的 ， 
即 J .Jt = Jon. 注意 到 ，J 保持 E i RA E 的 截面 定义 ), 即 在 F(M) 中 的 任 
何 点 F(p), F(T,M) 在 J 作用 下 不 变 . 所 以 ，M 是 R” 中 关于 J 的 复 子 流 形 . 
TM 的 复 结构 J 的 定义 保证 了 关于 J 和 J 是 全 纯 的 , B, J= Frio Jo Fy. 


现在 , 我 们 限于 考虑 定向 曲面 M 在 4 维 欧 氏 空间 的 温和 人 F: M? -、R4. 
设 {ei1,e2,e3,e4} 是 Rt  F(M) 的 开 集 上 定义 的 局 部 定 回 单位 正 交 标 架 场 , 使 
{e1,e2} 和 {e3, e4} 分 别 是 M 上 切 从 和 法 从 的 定向 单位 正 交 标 架 场 . 这 样 ，TM 
和 NM 都 可 由 反 时 针 旋 转 90° 定义 复 结 构 . WE = (ToM)? AV = (NcM)?9, 
其 中 (1,0) 型 由 刚 定 义 的 复 结 构 所 确定 ， 互 和 V 的 纤维 局 部 分 别 由 (el — ie) 
和 (es — ie4) 所 张 成 . E AI V 满足 命题 中 的 假定 (i) 和 (ii). 进而 , 不 难看 出 , 命 
题 的 假定 (iii) 满足 的 充 要 条 件 是 


[d(e3 — ie4)| - (el — te2) = 0, 
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当日 仅 当 
O(e3 一 1€4) . F, = 0 以 及 Ol(e3 一 ie4) . F, = 0, 
TVE 
[ð (e3 一 ied4)] = 0, 
当 且 仅 当 在 M 任 一 点 邻 域 中 存在 一 个 Y 的 局 部 非 零 截面 s, 满足 (Os)? = 0. 
注意 到 (6s)7 恰 为 稳定 性 不 等 式 (2) 的 左边 的 项 . 


推论 1 F: M 一 Rt 是 全 纯 的 充 要 条 件 是 对 任何 截面 V e T(NcM), 
(OV1°)T 和 (OVO)? 其 中 之 一 必须 恒 等 于 霍 . 


§3. 具有 限 全 曲率 和 亏 格 为 零 的 稳定 极 小 曲面 
在 这 一 节 中 , 我 们 假定 稳定 极 小 曲面 的 亏 格 为 零 , 且 上 共有 有 限 全 曲率 ; 对 这 
样 的 曲面 证 明 一 个 与 余 维 数 无 关 的 定理 . 


定理 1 RF: M 一 R" 是 具 亏 格 零 的 并 且 具 有 限 全 曲率 的 完备 定向 曲 
面 MER 中 的 稳定 极 小 等 距 淄 入 . BA, F(M) BER" 的 偶数 维 仿 射 子 空 
间 中 , 并 且 是 这 个 仿 射 子 空间 关于 某 正 交 复 结构 的 全 纯 曲 线 . 


在 证 明定 理 1 之 前 我 们 需要 下 列 的 术语 和 引 理 . 一 个 Riemann 面 , WIRE 
不 允许 正 的 非常 数 的 上 调和 函数 , 称 为 抛物 的 . 例如 ，R” 中 完整 极 小 图 是 抛物 
的 [O], Ro 中 具有 限 全 曲率 的 极 小 曲面 共 形 等 价 于 去 掉 有 限 个 点 的 索 Riemann 
面 , 因而 是 抛物 的 [CO], FH, 具有 二 次 面积 增长 的 完备 曲面 也 是 抛物 的 [CY]. 


引 理 1 设 拨 : M 一 民 " 是 完备 定向 的 抛物 类 曲面 M LR" 中 的 稳定 极 
小 等 距 浸 入 . 如 果 o 是 NcAM 的 有 界 全 纯 截面 那么 (Oc)? =0. 


证 明 在 稳定 性 不 等 式 (2) PS s= fo, 其 中 f 是 具 紧 致 文集 的 Cee XR 
数 , 我 们 有 
| PIP < 5 [ari << f are 
根据 [FS] 中 的 一 个 定理 , 方程 ~ 
2 
Au + Fal(00) Pu = 0 


存在 正解 > 0. 从 而 u 是 正 上 调和 函数 , 必 是 常数 . 这 就 得 到 (3r) 
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定理 1 的 证 明 ”如 前 所 指出 的 , Re 中 具有 限 全 曲率 的 完备 极 小 曲面 共 形 
SOSA EP Aw Riemann M. HH, Gauss 映照 可 全 纯 延 拓 到 紧 化 的 
曲面 M，M 的 法 从 也 因而 延 拓 到 M LASSE BAA n. 设 nc =7Q@C. 


由 假设 , M = 92. 根据 Kaszul 和 Malgrange [KM] 的 定理 ，ne 可 成 为 
一 个 全 纯 同 量 从 ， 又 由 于 Grothendieck 的 一 个 定理 [Gr], nc 分 解 成 全 纯 线 从 
Li, ,Ln-2 HEA 


nc=L1@:..BLy Lpi D: O Lr BLrrDB.…Ln,2, 


其 中 Li, , Lp ÆERMA, Lyii,--> , Lr 是 拓扑 上 的 平 几 从 ，Li+1,… ,Ln_2 是 
HAMA. 根据 Riemann-Roch Æ, Li,- , Lp, Lp41,… , Lr 中 每 一 个 都 容 有 全 
SAKA sj, j e {1,… ,7}. 将 sj 定义 范围 限制 于 M, 我 们 得 到 NOM 的 7 个 线 
性 独立 的 有 界 全 纯 和 截面 由 于 nc 是 实 向 量 从 的 复 化 , RITE ci(nc) = 0. AM, 
C1 (ne) = & (Li) +--+ c (Ln-2). 所 以 ， 只 可 能 有 下 列 两 种 情形 . 

(i) Li, ,Ln_2 全 是 平凡 的 . 这 时 , 引 理 1 告诉 我 们 对 所 有 7 € {1,:…,n 一 
2}, (Os;)7 = 0. 然而 , WH Sj 使 其 无 零点 而 使 s1,:… ,sn_2 张 成 NeM . 所 以 ， 
对 所 有 NoM 的 截面 s 有 (ds)? = 0, 从 而 , 对 此 s 有 (ds) = (ds)? + (a5) = 0. 
这 意味 着 M 是 全 测 地 的 所 以 是 平面 . 特别 地 , 定理 1 成 立 . 

G) p> 1 #EHEr<n-2. 从 此 往 后 , 指标 范围 是 : 


l S /2 sp, p+1<A<n-2, 


l<y7k<r, r+l<acn-2. 
我 们 注意 到 s,- s; = 0. 这 是 由 于 
Oz(sp* 5;) = (Dzsp Sj + Sp - (Dzs;)= 0, 


其 中 DD 表示 NM 中 的 协 变 微分 . 所 以 , ssj 是 常数 . 但 由 于 DL, 是 正 的 ，sj 必 
在 某 处 为 零 , 这 就 证 明了 断言 s,s; = 0. 这 意味 着 s, 落 在 [span{L.,--- ,L,}]+ 
上 ( [span{Z1,---,£,}] 的 正 交 补 ). 由 于 dim[|span{Li,:… Lrt = n-2-7, 
KIA p<n-2-r. RIXA, Leri, , Ln- 中 每 一 个 都 容 有 只 有 
一 个 极点 的 亚 纯 图 数 .， 所 以 ,sa . sa 是 亚 纯 截面 , 或 者 恒 为 等 或 者 只 有 一 个 极 
点 ， 而 后 者 是 不 可 能 的 , 所 以 , 我 们 得 到 sa € [span{Lyy1,… ,Ln-2}]-. 由 于 
dim{span{Lp41,---,Ln—-2}]+ =p, n-2—7r <p. 这 和 前 面 得 到 的 反 回 不 等 式 
说 明 p =n 一 2 一 r+ WR span{1,… , Lp} = [span{Z ,Lr 小 +， 我 们 来 证 
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BH (0.8; . Sk)dz 是 一 个 全 纯 微 分 . 


Oz(0,8; ` Sk) = 070,87 ` Sk + OzSj Osk 
= z (zS; - Sk) 一 055j ` OzSk + OzSj ` OzSk. 


因为 s; 是 全 纯 的 , 根据 引 理 1, O28; 只 有 切 向 分 量 , 而 9:sj 只 有 法 同 分 量 . 所 
以 断言 被 证 实 了 . 又 由 于 S? 上 没有 非 零 全 纯 微分 , 对 所 有 j, k, 6zsj sp = 0. 
从 前 面 一 段 讨论 , 我 们 推导 出 9.s; 落 在 span{Li,--- , Lp} 中. 

ix E= Li- Lpa Lp D Lr (ToM)? (注意 到 (TCM ) 的 纤维 
由 F, 所 张 成 ). 我 们 断言 4: T(E) 3 T(E @ T*M), B a 保持 E 前 面 的 讨论 说 明 
dsj s, = 0. 所 以 只 要 验证 (dF,)- F, = 0 以 及 (dF,)- sa = 0. MAA F,- F, =0 

得 到 , 而 后 者 从 F 的 极 小 性 得 到 , Bl Fz = 0 以 及 (8283)? 

该 断言 的 一 个 推论 是 从 在 M 中 一 点 4 上 的 纤维 & C" 的 一 个 固定 

空间 . 为 了 看 出 这 点 , 设 对 某 固定 点 go EM, v 是 &, 中 的 一 个 向 量 , 并 设 
W ), ve (q) SPSL v HE E, 和 E> 上 的 正 交 投 影 . 那么 ， 0 = dv = dvg + duž. 但 
是 ， 由 于 d 保持 &, 因而 也 保持 e+. 所 以 , dug = dvg 一 0. 又 由 于 ve (qo) = 0, 而 
对 所 有 q, vt (a) = 0. 这 样 ，& 对 所 有 q 是 相同 的 , 因此 ,上 = Mx A, 其 中 人 
是 Cn 的 一 个 >+1 维 子 空间 . 

现在 设 T = ANA. 注意 到 [span{L1,… ,LH]+ = span{Li,---, Lp}, 我 
们 有 span{A,A} = C”. 但 是 ，dim span{A, A} = dimA + dimA 一 dimT, 因而 ， 
n 二 27 十 2 一 t+, 其 中 上 = dimT. XK, t=r—p (M LANE p+r=n-— 2). 

如 果 T 是 空 的 , t=0, r= p HX} E = (ToM)? UK V = L9- OL, 
情形 应 用 前 面 的 命题 就 得 到 定理 1. 如 果 工 非 空 , 由 于 了 人 ERKE ARDE, 
T=WO6C, XH, W ÆR” 的 实 维 数 为 =r- p 的 子 空间 . 注意 到 (ToM) 
fee tha FASS, 所 以 ，M x W 是 NM 的 一 个 子 从 , CE IF*(TR") 中 是 平 
TH). 这 意味 着 F(M) 落 在 与 W 正 交 的 , 维 数 为 n 一 += 2p+2 的 R” 的 一 个 仿 
射 子 空间 中 . 这 也 意味 着 NM 分 解 为 Whitney 和 NeM =MxT@(M xT). 
当 将 M 看 作为 浸入 在 正 交 于 W 的 仿 射 子 空间 中 时 ，(M xT) 是 M 的 复 化 法 
M. 设 是 了 中 的 一 个 向 量 . 由 于 ve A, v= pet akSk + ay. 所 以 ， 对 所 有 
we {l,---,p}, v-s, =0. 类 似 地 , AF ve A, v- 5, =0 MATE we {1,--- ,p} 
成 立 . OFF, T 是 正 交 于 从 LIL e- Lp Lli- -OLy 在 M 上 任 一 点 gq 上 
的 纤维 , BL, O---@L,@11@::-OL,C(MxT)*. 但 是 ，{s1,… ,sp} 的 线 
性 独立 性 , 以 及 对 所 有 u,v e {1,--- ,p}, sw. sv = 二 0 意味 看 51,--- ,sp5 ,3p 
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古 线 性 独立 的 . 进而 ，dim(AM x T)+ = 2p, 所 以 ， 
L,8::-@L,046::-@L,=(M xT)t. 


MF E= (TM) UR V = L8- OL, 情形 应 用 命题 就 得 到 定理 1. 


84. Rt 中 的 稳定 极 小 曲面 


我 们 能 够 证 明 一 个 很 广泛 的 关于 R 中 完备 稳定 曲面 的 定理 . 


定理 2 A F: MRi 是 完备 定向 抛物 类 曲面 到 RA 中 的 稳定 极 小 等 距 
iM. 那么 ,下 关于 R* 中 的 某 正 交 复 结构 是 全 纯 的 . 


为 证 明和 定理 2 我 们 需要 两 个 引 理 . 让 我 们 回顾 83 中 命题 证 明 后 的 段落 中 
所 作 的 一 个 观察 : 对 一 个 浸入 F: M? 一 Rt, NOM =V OV. Rv BC! 中 的 
任 一 向 量 , 设 vb? 和 v0: 分 别 表示 v 在 V 和 VV 上 的 正 交 投 影 . 


引 理 2 对 一 个 极 小 浸入 F : M2 一 Rt, (F) O (dz)? 和 (F.,)°! Q (dz)? 
PAET V fV 中 的 全 纯 二 次 微分 


证 明 HF DORR VV AV, RT] REE D(F) =0. AIA F,- F, =0 
和 F,- Fez = 0, 我 们 有 


Tepe F,) Fs — Tae F:)F, 


= (Fea: Fe) Fe. 
所 以 , 根据 极 小 性 ， 
De(Fas)" = {8c(Fee — pp Pae E)E) }" =0 


引 理 3 如 果 F: M? 一 RA 是 一 个 极 小 等 距 浸入 ，a € C4 是 一 个 固定 向 
量 , 那么 


1 1 
D; Dzat’ = JF, FAE zz -a 0) (Fez) 加 IF E (Fa) i a) (Faz). (4) 


证 明 从 下 接 计 算 立 即 可 得 , 这 里 从 略 ( 见 [Mil)， 
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定理 2 的 证 明 稳定 性 不 等 式 (2) PS s= fo, 其 中 f 是 具 紧 支 集 的 光滑 
KAR, o 是 一 个 复 值 的 法 截面 , 它 不 一 定 具 有 紧 支 集 . 那么 ， 


| #1(0.0)"Paay 
M 
< f fsla] dzdy + f f f(D- -0)dxdy 
+f ff(8-Dzo)dedy + | f?(D,o - D,o)dxdy. 
将 I fz 与 成 3(f2)z, tf. 与 成 ;3 3(f°)z, 再 分 部 积分 ， 
| P00)" Pdzdy < | \tsPlePazdy - 
M M 
J f Re(T - D, Dzo)drdy. 
M 
由 于 2|F,| drdy = dA, 它 是 M 的 面积 元 , 我 们 有 


进而 我 们 能 说 明 
(0) |? = |o- Fyz" [|F 
所 以 , 我 们 得 到 


olo - Fazl? f° 一 _ 
2f f Fi dA+2 f Fp Pe: D-Dzo)dA 
< df | lol? dA. 
< J 让 la 
现在 固定 一 个 向 量 a €C 以 及 o =a", 那么 , 利用 (4), 我 们 得 到 
J pqdA < f dfPla° Pad < f df Pa, (5) 
M M M 


其 中 > 
q = -jp f (Fez)"° . (Faz)? Ja} . (6) 
从 而 , ES] 中 的 一 个 定理 告诉 我 们 方程 


Au+qu=0 (7) 
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TIOR E u > 0. 和 [FS] 文中 一 样 , $ w = logu. 那么 w 满足 
Aw = —q — |dw|*. (8) 
用 Of? Fe (8) 两 边 , 其 中 f 是 具 紧 支 集 的 光滑 实 函 数 , 再 在 M 上 积分 , 我 们 得 到 
— 2 2 
2 J f(df -dw)dA = J, f2qdA + f f2ldwl2d A. (9) 
利用 不 等 式 21f(df dw)| < Of?|dw)? + jlaf?, > 0, (9) BE) 
1 2 2 _ 21 dwl? 
: f la dA > Ji gdA+ (1-9) [is \dwļ?dA. (10) 


令 向 量 a € C4 PON C4 中 的 正 交 基 {a1, a2, 03,04} 并 设 (6) 中 对 应 于 a = aj 的 
g 为 q 方程 (7) 对 应 于 q = 9 WHA u; 以 及 w = log uj. 将 (10) 中 对 应 于 
q 二 q; M w= ui PEAX 7 € {1,2,3,4} 相 加 , 我 们 得 到 


1 
8 | \afPda > 人 ry au )da+s | o> dw;?)aa, (11) 
其 中 我 们 取 9 = 4. 因为 当 b 和 c 是 同一 类 型 时 b.c = 0, 从 (6) 我 们 看 出 


2 
Da = -pp ReA (F) (Fa) =0 
J 


所 以 (11) 变 成 


人 WPaa> f Praa, 
M M 
其 中 
1 
r= 16 2 ul” (12) 


再 用 [FS] 中 的 定理 Av + rv = 0 存在 正解 v > 0. XAF ro, v 是 上 调和 的 ， 
以 及 M 是 抛物 类 的 假定 意味 着 v 是 常数 . 从 (12) 我 们 得 到 对 所 有 j, w 以 及 
u; 都 是 常数 . 在 (7) PO w= wj, q= q, 我 们 得 到 对 每 个 j, qj = 0. 

现在 , 对 M 中 任 一 点 p, 或 者 (Fs)*(p) = 0 或 者 我 们 令 a = HSRC. 
后 一 情形 ， 由 于 (6) q = 0 意味 着 (Fez)? (p)|| (Fez)? * (p)| = 0. ERX 
(Fiz) (p) = 0 显然 还 成 立 ， 所 以 , 从 引 理 2, 我 们 导出 (Faz)? Al (Foz)? 
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中 至 少 一 个 恒 等 于 零 . 我 们 不 妨 假设 (Fa) = 0， 但 为 一 方面 , WR s 是 
V(= (NcM)+0) 的 一 个 非 零 局 部 截面 , 由 极 小 性 , 我 们 有 


s- Fy, 


T = 一 
(0,8) |F,|? 


F; =0, 


其 中 , 最 后 等 式 从 0 = (Fiz)! = CPE 得 到 . 再 根据 §2 的 推论 1 就 完成 了 定 
理 2 的 证 明 . 


Se ee eee i PITEN, 15T e MUA d otUeses To Tewi (e COMESA ISN mses NTANA see 


第 六 章 ”二 维 球 极 小 浸入 的 存在 性 


Sacks 和 Uhlenbeck 在 [SaU] 一 文中 发 展 了 在 紧 Riemann 流 形 中 极 小 二 维 
球 的 存在 性 理论 . 我 们 知道 从 球面 出 发 的 调和 映照 实际 上 是 极 小 分 支 淄 人， 他 
们 证 明了 两 种 情形 下 能 量 极 小 调和 映照 的 存在 性 ， 如 果 N 是 AT2(N) = 0 的 
Riemann RIJE, 那么 从 闭 定向 曲面 M 到 N 的 任 一 映照 同 伦 类 中 包含 能 量 极 
小 的 调和 映照 . 这 个 结果 同时 被 Leimai [Le] 和 S$choen- 丘 成 桐 [SY2] 所 证 明 . 如 
AL xn2(N) #0, 那么 , 存在 一 个 由 球面 的 共 形 分 支 极 小 浸入 组 成 的 ro(NV) 的 生成 
Se, 在 它们 所 在 的 同 伦 类 中 能 量 和 面积 都 极 小 . 他 们 的 主要 结果 是 证 明 当 N 的 
通用 上 黎 善 空 间 不 可 缩 时 , 球 的 共 形 极 小 分 支 浸入 的 存在 性 . 当 no(N) = 0 时 , BR 
照 的 能 量 不 可 能 在 单个 同 伦 类 里 达到 极 小 . 他 们 文章 中 发 展 起 来 的 一 个 重要 工 
A, 印 如 下 所 述 的 一 个 正则 性 定理 : 从 去 心 圆 盘 到 N 的 具有 限 能 量 的 调和 映照 
zz C” 的 ; 从 而 在 整个 圆 盘 是 调和 的 

他 们 构造 调和 映照 的 困难 之 一 为 标准 球面 上 的 共 形 参数 化 不 是 唯一 的 ，5? 
上 的 由 分 式 线 性 变换 组 成 的 共 形 变换 群 不 是 紧 的 ，C1(52, N) 上 的 能 量 积分 的 
临界 点 的 集合 也 一 定 不 是 紧 的 ,有 时 必须 选取 适当 参数 化 .这 个 问题 用 扰动 法 
解决 .我 们 寻找 对 a > 1 的 扰动 能 量 积分 (P, 是 通常 的 能 量 积分 加 上 一 个 常 
数 ): 


Ba(s) = f (1+ |ds/*)*dy 
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的 临界 映照 并 验证 a 一 1 时 那些 映照 的 收敛 性 ， 当 a > 1 时 ， Eo 满足 
Ljiusternik-Schnirelman 理论 和 Morse FRYE. Eq 在 球面 的 共 形 变换 下 往往 不 
是 不 变 的 , 并 且 当 扰动 能 量 的 临界 映照 的 极限 被 找到 时 , 往往 就 是 欲求 的 参数 
化 . 

另 一 扰动 能 量 五 。(s) = fy |ds)? du 在 很 多 方面 比 上 述 扰 动能 量 Ea BaF 
处 理 , 因为 五 。 当 从 小 圆 盘 到 大 圆 盘 放 大 时 是 不 变 的 , 这 使 具体 计算 更 容易 . 但 
是 . 在 某 一 步骤 , 我 们 要 求 扰动 能 量 积 分 的 Euler-Lagrange 方程 的 一 臻 椭圆 性 ， 
这 一 点 ，E6 是 满足 的 . 


81. 从 曲面 出 发 的 调和 映照 


设 M 是 具 给 定 共 形 结构 的 紧 致 定向 曲面 ，N* 是 维 数 K > 2 MAA 
的 C> Riemann 流 形 . 假定 N CRY 是 Ce。 PRA, M 已 赋 于 与 其 共 形 结构 
相 容 的 Rieman 度量 , 并 且 这 个 度量 诱导 了 M 上 的 测度 du. 设 下 (M,N) 表 
示 映 上 昭 s: M 一 N BW Sobolev 空间 ， 其 一 阶 导数 属于 L. 我 们 知道 ， 一 个 映照 
s € L?(M,R*) O0 C?(M, N), 如 果 它 是 能 量 泛 函 E(s) = fy lds|? du 的 临界 点 , W 
是 调和 映照 . 如 果子 流 形 N CR’ 的 第 二 基本 形式 是 A, 那么 ，Euler-Lagrange 
方程 为 
As — A(s)(ds,ds) = 0. (1) 


让 我 们 回顾 下 列 事实 : 
1 (第 一 章 , 83) E 只 依赖 于 M 上 的 共 形 结构 . 
2 (第 一 章 , §5) 如 果 s 是 调和 映照 , 那么 ，Hopf 微分 更 是 全 纯 的 (更 = {|sz|? 一 
su] 十 2i(sz, sy)}dz?, 其 中 ，z =z 十 iy 是 M 上 的 局 部 等 温 参 数 ). 
3 (IES) 如 果 s ZEBRA, 那么 ，s 调和 的 充 要 条 件 是 s(M) 是 极 小 浸入 曲 
面 . 
4 ([M], [U] 如 果 s 是 调和 映照 , 那么 se C™ (M,N). 
5 WR s 是 调和 弱 共 形 的 , 那么 ，s 是 分 支 极 小 浸入 . 
6 (第 一 章 , §5) 如 果 s: 5? 一 N 是 调和 的 并 且 dim(N) > 3, AKA, s 是 C™ 
共 形 分 文 极 小 浸入 . 
对 亏 格 大 于 零 的 曲面 情形 是 复杂 的 , 其 上 有 很 多 可 能 的 共 形 结构 ,下 列 害 
理 给 出 了 从 这 类 曲面 出 发 的 调和 映照 成 为 极 小 浸入 的 充分 条 件 . 
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定理 1.1 如 果 s 是 能 量 EAT s 的 变 分 以 及 M 上 共 形 结构 的 临界 点 ， 
那么 ，s 是 共 形 分 支 极 小 浸入 . 


的 所 有 变 分 g(t) 都 是 下 列 的 变 分 的 复合 (如 见 [EE}): 
(a) M 上 保定 向 微分 同 胚 的 Cee 族 olt) 引起 的 g 的 拉 回 ， 
(b) M 的 Teichmiiler 空间 中 的 一 条 曲线 , 以 及 
(c) 度量 的 一 族 共 形变 换 . 
映照 s 是 对 (b) 和 (c) 类 的 变 分 的 临界 点 分 别 由 假设 和 事实 1 得 到 . 显然 ， 
同样 结论 对 (a) 类 变 分 成 立 
现在 我 们 用 证 明 更 = 0 来 说 明 s 是 弱 共 形 的 . 设 dut) 是 M 上 的 由 度量 
o*(t)g 所 诱导 的 测度 ，z 是 在 U cM 上 的 局 部 等 温 参 数 ， 设 g(t) = (gi;(t, z)) 
并 假定 当 上 = 0 或 对 接近 Ou 的 z, (gi; (t, z)) = (6:5), 并 对 所 有 (t, z), g(t, z) = 
g22(t,z) = 1. ALA, 
Z | 9(t)(ds,d8)du(t)leo 
= 5 | (se? + Iv? +29", 2)) 
(se(2), Su(2)) V1 — (g(t 2))Pdedy| 
= 2 | (sa(2), sy(z) ) £9 %(t z) , 


由 于 29”°(t,2) 可 任意 选取 , 对 z EU, (ss(z), sy(z)) = 0. 同样 讨论 应 用 于 etiz 
产生 


dxdy = 0. 
=0 


(520) + sy(2), 82(2) = ss(2)) = f] — |sy(e) = 0 


从 事实 2, 3, 5 得 到 所 要 的 结论 . 


§2. 扰动 问题 的 性 质 


为 方便 起 见 , 取 M 上 的 测度 dys, 使 jy du = 1. 8 Eals) = fy, (1tldul?)%dp. 
对 a =1, Bi(s) = 1 十 B(s) 以 调和 映照 为 临界 点 . 映照 的 Sobolev 空间 


Li°(M,N)= {s € L2°(M,R*): s(x) € N} c C°(M,N) 


Xt a > 1 Æ C2 可 分 的 Banach 流 形 . 
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定理 2.1[P1] 当 N 是 紧 致 时 , Ea 在 Banach 流 形 Li*(M,N) 上 是 C? 的 ， 
并 且 关 于 Le(M, N) 上 的 完备 Finsler 度量 满足 Palais-Smale 条 件 (C). 


附注 Banach 流 形 B 上 的 函数 f 称 为 满足 Palais-Smale 条 件 (C), MAX 
任何 子 集 Sc B, IAO 有 界 并 且 ldf(S)| 没有 非 零 下 界 , 闭 包 5 中 就 包含 f 的 
临界 点 ( 使 =0 的 点 r). 


定理 2.2 [P 如 果 f 是 完备 , 可 分 C2 一 Finsler 流 形 L 上 的 C? BH, 关于 
Finslor 结构 满足 Palais-Smale 条 件 (C), 那么 
(a) f 在 工 的 每 一 分 支取 到 极 小 值 ， 
(b) 如 果 f 在 区 间 [a,b] 中 没有 临界 值 , 那么 ， 存在 收缩 形变 p: f-1(—o0,b] 一 
f (~—00,al. 

命题 2.3 w a>l, Eo 在 L2°*(M,N) 中 的 临界 映照 是 C”. 


WEAR 根据 Sobolev RAEM, 临界 映照 s 是 属于 Holder 类 C1-a (M,N) 
的 . 应 用 [M,1.11.1 中 的 结果 ，ds e L?(M, N). ER Euler-Lagrange 方程 是 


(d*s,ds)ds 


As + 2(a- DTE jds 


— A(s)(ds,ds) = 0. (2) 


如 果 a - 1 BE), 线性 算 子 As : L$ 一 LAM, N) 可 逆 , 其 中 


(d*u, ds)ds 


从 而 se L4(M,N) c CHM, N). 而 s 的 光滑 性 从 Schauder 理论 得 到 . 


命题 2.4 设 a>1. 在 LOM, N) 的 每 一 连通 分 支 中 Es 的 极 小 值 在 茶 映 
H sa € C©(M,N) 达到 , 它 也 是 Ea 在 Cce(M, N) 的 连通 分 支 中 的 极 小 值 . E 
存在 不 依赖 于 a 的 B, 使 在 该 分 支 中 min Ea < (14+ B°)’. 


证 明 第 一 个 结论 从 命题 2.3 得 到 . 对 每 个 分 支 中 一 个 固定 的 wu, 设 B = 
max,em|du(z)|. 那么 ，min Ea < Ealu) < (1+ B?)*. 

证 明 Ea, a > 1, 非 平凡 临界 映照 存在 性 的 主要 困难 在 于 No = {s: s(M) = 
y € N} S N Æ Ea 的 平凡 临界 映照 集 , 在 这 个 集 上 Ea 取 它 的 绝对 极 小 值 1. 
在 ye No C L2°(M,N), RATA T L? (M, N) = Te(M TN) UR TyNo = {a: 


at 一 


a 
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da = 0}. BBA, 在 弱 L 意义 下 , 我 们 构造 No 的 法 从 ， 


N= J Ny CTLi*(M,N)|No, 
yENo 


N, = {v € LM, T,N): | vdp = O}. 
M 


按 公式 e(s, v)(x) = exp(s(x), v(x)) EX e: TLI°(M, N) 一 Lie(M,N). Mbeki 
数 定理 我 们 得 到 下 列 

引 理 2.5 elN 一 L? (M, N) 是 从 N 的 零 截 面 的 某 邻 域 到 No C L3e(M, N) 
某 邻 域 的 微分 同 胚 . 


定理 2.6 给 定 a > 1, 存在 只 依赖 于 a 的 6 > 0 和 压缩 形变 
o: EZ+[1,1 +8] — E7 (1) = No. 


证 明 从 上 述 引 理 我 们 可 有 结论 : 如 果 6 充分 小 并 且 s e Ez'[1,1 + 6], AB 
A, 存在 y € N, v € Ny, ÍË s = ely, v) 而 jvllw 以 及 fy, ldo? 任意 小 . 定义 
s = ely, v) 的 候选 收缩 o: Ez +1, 1+8] x [0,1] > LM, N] X o(s,t) = e(y, tv). 
ABA, o(s,1) = s, o(s,t) =y E N FHK ô 充分 小 时 ，c 是 连续 的 . 现在 我 们 
可 说 明 £ Ea(o(s,t)) > 0 从 而 o(-,0) 是 一 个 收缩 . 

设 zo E€ M 和 go ENBA MAN 中 的 基点 ，Q(M,N) 表示 从 M BN 
的 保 基 点 的 映照 空间 . ABA, 映照 p : Co(M,N) 一 N 定义 为 p(s) = 8(20), EXE 
以 O(M, N) 为 纤维 的 从 上 映照. 它 有 一 个 截面 N 一 No C C°(M,N), EXA RE 
映照 s(M)=qeN. 所 以 , 正 合同 伦 序列 分 裂 并 且 

Np(O M,N)) = mk(N) @ Tk (QM, N)). 

定理 2.7 如 果 QM, N) 不 可 缩 , 那么 , 存在 B > 0, 使 对 所 有 a > 1, Ea 
在 区 间 (1, (1 + B2)*) 中 有 临界 值 . 

WEAR 如 果 C°(M, N) 不 是 连通 的 , 应 用 命题 2.4. 否则 , 取 非 等 同 伦 类 7 6 
TQM, N)). 注意 到 y 不 同 伦 于 任何 映照 了 : S* 一 No. 设 B= maxyegt sem 
ldy(y)(2)|. 那么 , 对 所 有 y € S*, Ealyly)) < (1+B?)*. 假定 Ea Œ (1, (1+ B*)*) 
中 没有 临界 值 , 那么 , 根据 定理 2.2, 对 所 有 6 > 0, FEE p: Es [1, (1 十 
B?)*% 一 EZ +1,1 + 8]. 将 p 和 定理 2.6 中 的 压缩 形变 o 复合 生成 压缩 形变 


oop: E,"[1,(1+ B^] — Ezt (1) = No. 
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(Azz, copog: SE 一 No FEF y, 这 是 不 可 能 的 . 
如 果 的 覆盖 空间 不 可 缩 , 那么 对 某 太 > 0，rk+az(N) = T(S, N)) £0. 
所 以 我 们 有 下 列 


命题 2.8 如 果 M= 92 HAN 的 改 盖 空间 不 可 缩 , 那么 , 对 a > 1, 存在 
B, 和 E, 的 一 个 临界 映照 , 它 的 临界 值 在 (1, (1+ B2)*) P. 


83. 估计 和 推广 


本 节 , 我 们 推导 主要 的 先 验 估计 , 这 是 得 到 收敛 性 和 证 明正 则 性 定理 、 定 理 
3.6 所 需要 的 . 如 我 们 早先 在 调和 映照 存在 定理 中 已 经 看 到 的 ，N 的 曲率 起 重要 
的 作用 . 但 是 ，M 的 曲率 和 拓扑 在 先 验 估计 中 不 起 作用 . 为 了 看 消 这 点 , 用 半生 
R 的 小 圆 盘 覆盖 M, 在 这 些小 圆 盘 上 , 度量 和 欧 氏 度量 差 s 阶 的 项 . 当 我 们 共 形 
地 放大 这 些小 圆 盘 到 单位 圆 盘 时 , 积分 化 为 Es(s) = ROY fo (R? ++|ds|?)*dp, 
其 中 D 是 单位 圆 盘 ， 原 始 圆 盘 越 小 , 扩充 圆 盘 上 的 度量 就 越 接近 于 欧 氏 度量 . 
因而 , 先 验 估计 对 a > 1,0 < R<1 是 一 致 的 . 

在 共 形 扩张 以 后 ，Euler-Lagrange 方程 (2) 和 (3) 以 下 列 形 式 出 现 : 


d* (R? + |ds|*)'~%ds — (R° + |ds|*)'~* A(ds, ds) = 0 (4) 


As + 2(a — 1)(d?s,ds)ds(R? + |ds|*)~* — A(ds, ds) = 0. (5) 


命题 3.1 Bhs: DON 是 E, 的 一 个 临界 点 . 如 果 aw -1>0 充 分 小 并 依 
PRT oo > p> 1, 那么 对 所 有 小 一 些 的 圆 盘 D' CD, 


lasllp',1,p 和 klp, D’, |lsilD,0,4)llds||D,0,4- 
证 明 设 o 是 了 中 具 紧 支 集 的 光滑 函数 , CE D' 上 取 值 为 1, 并 取 R* 中 
的 一 个 基点 使 fs = 0. 以 p RA (5) 两 端 并 对 每 项 取 L? 模 , 我 们 得 到 下 列 形 
式 的 估计 
|A(yvs)llop < 2(a — 1) vsllap + ||Allo,ol||d(ys)| lcslloo + k(Y) Islip. (6) 


i c(p) 是 作为 从 L5 到 LEO L? o 映照 A-1! 在 该 圆 盘 上 的 模 . 从 (6) 我 们 得 到 


c(p) |psll2,p < 2(@ — Dllpll2,p + [|Allo,collA(ys)| :laslllo,p + ACP Islip (7) 
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设 p = 2 并 假定 2(a — 1) < c(2)-!', 我 们 得 到 ||s||pw22 的 一 个 界 ， 这 里 D" = 
{x € D: p(x) = 1}. 根据 Sobolev 不 等 式 ， 对 所 有 P, 这 给 出 了 ||sl| pa 的 一 
个 界 . 对 任何 p 并 且 supp y c D", 重复 (7), 我 们 得 到 ||s||, 在 D" 中 的 一 个 
界 . 


主要 估计 3.2 如果 存 在 ec> 0 和 ao > 1k Eas 的 光滑 临界 映照 s :万 一 N， 
满足 E(s)< < 以 及 1 < a < a, 那么 , HEAR) WMA D' cD, 


dsllp',1,p < C(p, D’)|I|ds}lo,2. 


WEAR 由 上 面 命题 我 们 只 要 得 到 ||ds|l|zv os 的 一 个 界 就 够 了 , 其 中 D" CD. 
V p = £ 应 用 (7)， 根 据 Holder 不 等 式 估 计 坏 二 次 项 |||ds| - la(wps)l||o, 4> HH 
Sobolev 不 等 式 我 们 有 ||d(yvs)|lo.4 < k'||ps||2, 4- 现在 , (7) ZR 


4 _ 
(e5 — 2a 1) pss < WIAo,oolidslloalipsll,s + k(p)lldsllo,s. (8) 


当然 ，|ldsljo,s < VE(s) 以 及 (Kesla < |lpslla,g- 所 以 , WRR (c( 和 一 
2(a —1))—k(lAllo wlldsllo2) > 0, 我 们 就 得 到 所 要 的 估计 

自然 地 , 上述 估计 也 可 在 M 上 整体 进行 而 没有 包含 klo) 的 边界 项 . 这 样 ， 
(8) 有 整体 形式 


(e5) - Xa- 1)) slag < Allo, VE slas. 
当然 , 如 果 Els) Kh, 除了 s= fs 没 解 . 故而 有 下 列 


定理 3.3 WREE ec > OUR œ >14 s # Ey, 1 a <a, 的 临界 映 
R, 并 且 E(s) <c, ABA, se No 以 及 E(s) =0. 


我 们 来 证 明 如 果 s: D—{0} 一 N 是 具有 限 能 量 的 调和 映照 , 那么，s IG 
的 并 且 在 D 中 是 调和 的 . 当 s 是 严格 极 小 映照 时 ，Morrey [M, 4.3] 用 另外 的 方法 
证 明 这 个 结果 . 注意 到 万 -{0} M R- D 的 共 形 等 价 性 , 这 个 定理 可 解释 为 调和 
映照 在 无 穷 远 处 的 增长 性 . 我 们 用 D(zo, R) R) 表示 以 zo 为 中 心 , RR 为 半 符 的 圆 盘 ; 
D(R) = D(0, R); D = D(1). 由 于 fplds| du < co limR yoo fpr,) lds|*du = 0. 
对 于 D(R) 使 以 共 形 扩大 且 JD lds/?du < e, 我 们 可 假定 Joo jds|?du < £, 其 
中 = 后 面 再 取 定 . 
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引 理 3.4 PRAE € > 0, 使 Joo ids|*du < e, ABA, 存在 常数 c, 使 对 


TED, 
2, \2 
las(z)| -|z| < e( | lds|dp) * 
D(2|x]|) 
WERA 记 s(x) = s(zo + |xo|x). ABA, 根据 Sobolev 不 等 式 和 估计 3.2 我 们 
得 到 
\ds(xo)| - |xo| = max las(z)| < éllds]| pc3),1,4 
re D(s) 
< ccllasllo,z < clldsl| p(2/20|),0,2- 


引 理 3.5 2s:D-{0o} OC N cR 是 光滑 调和 映照 且 E(s) < œ. 那么 ， 


27 22x 
| \se(z)|?d0 = r° [ \s,-(z)|*d0. 
0 0 


WEAR 证 BB: 设 更 = w(z)dz? 是 Hopf 微 分 . AF fp lw(z)\du < 2 fp |ds|*du < 
x, wlz) 只 有 至 多 一 阶 的 一 个 极点 . 直接 计算 可 证 明 Re w(z)z? = |s0(z)|* 一 
'z|?\s,(z)|?. DORE, 引 理 从 Cauchy 定理 得 到 . 


定理 3.6 如 果 s: 万 -1{10}1 一 是 有 限 能 量 的 调和 上 映照, 那么 ，s 可 扩充 
为 光 消 调和 映照 s:D>N. 


WEAR 我们 用 关于 logr 分 段 线性 径 向 函数 g SENHA s.  q(27-™) = 去 fo" 


T 


s(2-m,0)d0. BRA, g(r) 在 2-m+l 和 2-m, m > 1 间 关 于 r 是 调和 的 . 考虑 到 
gq 是 s TE 2-™ 的 平均 , 并 且 不 依赖 于 0, 应 用 引 理 3.4 和 3.5, 我 们 可 说 明 


1 1 
= ds|?du < ds — dadu < 3 | -|2d0 十 6 ds|* du, 
TAL u< f läs adn < 3 f sl + 大 
其 中 Clr) = OD(r). 把 DO) 缩小 为 任何 半径 的 圆 盘 , 则 此 不 等 式 变 为 
a — 26) | dsPau <r? | lds\* dé, 
D(r) C(r) 


其 中 + < 1. 积分 这 个 不 等 式 得 到 fb, lds? du < ri? fp |ds|?du. 再 用 引 理 3.4 
得 到 , 对 0 < |zol < 3, 


ds(x0)| . Izol < cazolo-29( | lds|"du) . 
D 


这 意味 着 a > 1, s € L2°(D,N), 将 命题 2.3 的 证 明 用 于 方程 (1) 就 得 到 正则 性 . 
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§4. 扰动 问题 临界 映照 的 收敛 性 


HU, 我 们 得 到 了 扰动 积分 临界 映照 的 存在 性 以 及 一 些 一 致 估计 . 本 节 的 
主要 结 采 , 定理 4.7, 是 说 明 当 a 一 1 时 , 这 些 临界 映照 或 者 收敛 于 一 个 调和 映 
照 , 或 者 存在 一 个 极 小 球 作为 障碍 . 


引 理 4.1 设 sa, 当 a 一 1, 是 Ea Æ Es.) < B 的 临界 映照 序列 ， 屠 
A, 存在 子 序列 {8} C {a}, 使 在 L2(M,R*) MELE BKK sg — s HH 
limg—1 E(sg) > E(s). 


WEAR 在 Hilbert 空间 L2(M,R*) 中 的 任 一 有 界 集 是 弱 紧 的 . 

和 前 一 节 一 样 , 我 们 假定 M 被 半径 为 R = 2-7m 的 小 圆 盘 所 覆盖 , 我 们 又 
作 进 一 步 的 假定 ，M 的 每 一 点 至 多 落 在 SAH 其 中 ，h 对 ROME 
一 致 的 . 如 采 我 们 将 那些 小 圆 盘 放 大 为 单位 圆 盘 , 在 单位 圆 盘 上 积分 以 E,(s) = 
Jp(R? + |ds?) du 形式 出 现 . 定义 Ea = Ea R2° fp du. 


5| 4.2 Hhs,:D(R)-NZXE, Sal 时 的 临界 映照 序列 ,它们 在 
L*(D(R),R*) 399K ok. PARE © E> 0, ie Ea(sa) < e, 那么 , Æ CHD(8), N) 


WE AR RIRE L D(R) = D. 从 主要 估计 3. 2, 我 们 有 一 致 估计 dsallpG 1),1,4 Š 
C(4, D(4))e. 根据 Sobolev 牛人 定理 我 们 有 L?(D (5),R*) c C1(D(1), R*), 因此 
在 Cl(D(5),R*) 中 sa 一 s. 方程 (4) 说 明 s 是 调和 的 . 


命题 4.3 KRUCM 是 开 集 , sa。:U 一 NC RK 是 的 临界 映照 序列 ， 
对 a 一 l, Sa > s Æ L?(U,R*) PHI, Ealsa) < B. 设 Um ={xeU: 
D(z,2-™) CU}. 那么 ,存在 子 序 列 {a(£)} C {a} 和 有 限 个 点 {tZlm Lem}, 
AP LRT BAN 而 不 依赖 于 由 使 得 在 O (Un Ú D( ct m, 27-1), v) 
中 ， 


Sa(l) — 8. 


证 明 HAR D(2i,2-™) CU 覆盖 Um, 使 每 点 z CU 至 多 被 覆盖 h 次 并 
且 半 径 缩 小 一 半 的 圆 盘 覆 盖 Un. BRA, D; fo 2 mldsal?dn < Bh 并 且 对 每 
个 a 至 多 存在 22 SA, 在 这 些 圆 盘 上 jp(zi,2-m) ldSa|*du > e, 其 中 e 是 引 
理 4.2 中 的 常数 . RTH Bh 个 圆 盘 , 我 们 应 用 引 理 4.2 于 其 余 的 圆 盘 , 从 而 得 
到 所 要 的 结果 . 
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定理 4.4 设 UCJM 是 开 子 集 ， sa:U >N 是 Ea 的 临界 映照 且 五 (su) < 
B, a 一 1 BÆ LU, Rt) PFR sa 一 s. AA, FETA {6} C {a} 
和 有 限 个 点 {z1,… ,ze}, 其 中 不 依赖 于 U, 使 在 C1(U — {zi ,ze}, 和 N) 中 


证 明 定理 的 第 一 部 分 从 前 一 命题 并 令 m 一 co 得 到 . 由 于 se CU - 
{Xz1,.… ze}, N) A E(s) < lima. E(sa) < B, 我 们 可 用 定理 3.6 得 到 s:U 一 六 
的 光滑 性 和 调和 性 . 

我 们 在 定理 中 没有 保证 当 U = M 时 s 是 非 平凡 的 , 也 没 保证 收敛 性 可 拓 
广 到 点 {z1,… , xe} 上. 但 是 , 在 某 些 情形 , 我 们 可 以 直接 讨论 在 C' 拓扑 下 ， 
sa > S BAPE. 


引 理 4.5 假定 定理 4.4 的 条 件 成 立 并 存在 5 > 0 使 maxzecprz;,5)|dqsa(zZ)| < 
B <œ. 那么 , 在 C1(D(zi,6),N) 中 有 sa 一 3. 


证 明 FR RIE foa, n ldsal du < TRB? <e. 然后 应 用 引 理 4.2. 


定理 4.6 设 s。. 是 囊 当 wa 一 1 时 的 临界 映照 序列 ，Eu(sa) <B ŽE sa 
在 C1(M 一 {zi,:… ,ze},N) 中 但 不 在 Cl(M — {fza ee}, N) PRAT s. AB 
A, 存在 一 个 非常 数 的 调和 映照 5: 52 一 NN 使 得 


(SC U (Q U sa(Dlz1,27™)) 


m—oo Qa—l pba 
4 
并 且 


E(s) + E(S8) < lim E(sa). 


证 明 i bay = MaXzep(2,,2-™) |dsa(7)| 并 假定 |dsa(%a)| = ba, La € 
D(z1,27™). 根据 引 理 4.5, 我 们 可 以 假定 limo_,i bw = 00. 进而 ,limno Za = 21. 
定义 Sy (x) = s(xa + b5'2). 那么 Sa: D(0,27™ba) > N 是 Ex 的 临界 上 映照 , 并 
对 x € D(0,2-™ba), 有 \dSa(x)| < 1, 以 及 |ds,(0)| = 1. 应 用 定理 4.4 以 及 引 理 
4.5, 对 任何 R < oo, 我 们 能 在 C!(D(R), N) 中 找到 5a 一 5 HAS: D(R)— N 
是 光滑 的 调和 上 映照， 由 于 |ds(0)| = 1, 5 不 可 能 是 常 值 映 照 . 对 C1(R2, N) 中 的 
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序列 56 一 5, 


B(8) + E(s|M — D(z1,27™)) 
< Tim { £(5s|D(0,2-™ba)) + B(sa|M ~ D(z1,2-")))} 


= lim E(sa). 


A m — CO, 我 们 有 E(8) + E(s) < limg—1 E(sg). 然而 ， R? 共 形 于 S? a {p}, 以 
及 E(8) < co, 根据 定理 3.6, 5 能 延 拓 到 整个 球面 上 5: 52 一 V. 


定理 4.7 设 so 是 EB, 当 a 一 1 时 的 临界 映照 序列 , 并 且 在 L2(M,R*) 中 
Sa 弱 收 化 于 s. 那么 , 或 者 有 CHM, N) 中 的 收敛 性 sa 一 s, 或 者 存在 非 平凡 
调和 映照 5 : S 一 N, 使 得 5(S?) C No_,iUascase(M). 并 且 , E(s) + E(5) < 


limanı E(sa). 


§5. 应 用 和 结果 


在 这 一 市 中 = 是 一 个 一 致 常数 , 它 只 依赖 于 能 和 人 N cR 的 第 二 基本 形式 ， 
并 假定 为 在 主要 估计 3.2, 定理 3.3, 以 及 引 理 4.2 中 出 现 常 数 的 最 小 值 . 


定理 5.1 如 果 N 是 紧 的 并 且 xno(N) = 0, BRA, 在 COM, N) 中 映照 的 每 
一 同 伦 类 中 存在 一 个 极 小 调和 映照 . 


WEAR 根据 命题 2.4, 在 一 个 固定 的 同 伦 类 中 存在 扰动 能 量 Eo 的 极 小 映 
E s。: M > N. FRECHE 4.4, 我 们 可 选取 子 序列 6 一 1, 使 在 CM — 
{7X1,… ,Ze},N) P, sg 一 s ,并 且 s :MM >N 是 调和 的 . 我 们 断言 在 C1(M,N) 
H, ss KAF s. 


设 D(p) = D(zi,p) 并 且 定 义 一 个 修正 映照 56 : D(p) 一 N, CE D(p) 外 和 
sg 一 样 ， 而 在 x; 点 和 s 一 样 . 设 7 是 光滑 函数 ， 它 在 7 之 1 时 为 1 而 在 r < 3 
时 为 零 . 设 


人 ' T 
so = expats) (El 


) exp; me) (9) 
那么 , Æ C1(D(p), N) P, 8g 一 s, 并 且 由 于 Eals = fy (1 + |ds|?)%du — 1, 


lim E(8s) = sano) (10) 
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根据 假定 ， ss 和 ês 是 同 伦 的 ， 由 于 se 是 扰动 能 量 极 小 ， Eg(selD(p)) < 
Es(3g1D(p)). 从 (10) 我 们 有 


Tim Ea(sp|D(p)) < E(s|D(p)) < Prlsli 


如 果 p 充分 小 , 我 们 可 用 引 理 4.2 得 到 在 C1(D(p), N) 中 的 收敛 性 se 一 s. 我 
们 可 证 明 在 CHM, N) 中 的 收敛 性 sg 一 s. 因为 se 使 Es 极 小 ，s 必 在 相同 的 
同 伦 类 中 使 E 最 小 . 

MoM 到 N 的 任何 不 限 基 点 的 映照 的 一 个 自由 同 伦 类 诱导 了 mM) 和 
x (N) 间 的 一 个 映照 . 下面 的 定理 薄 涵 着 前 一 定理 , 并 且 和 前 一 定理 有 相同 的 证 
明 . 

定理 5.2 Mom (M) 到 m(N) AARE- RRRA M 到 N 的 极 小 调 
和 映照 所 请 时. 

每 个 元 素 yE x2(N) 决定 了 从 S? 到 N 映照 的 自由 同 伦 类 , 而 (NV) 中 两 
个 元 素 y A y 确定 相同 自由 同 伦 类 的 充 要 条 件 是 当 mn(N) 在 m2(N) 上 通常 作 
用 下 , 这 两 个 元 素 属于 相同 的 轨道 zi(N)y = m(N)Y. RIH T E€ roC (9 N) 
表示 对 应 于 m (N)y 的 自由 同 伦 类 , 并 对 任何 这 样 的 y 记 为 YeT. X} i= 1, 2,3, 
给 定 Ti = m(N)y, 并 且 n+ = y, BA, 由 于 on + ana = ay, RITA 
T1(N)Ys CAT(N)Yit+ mil N). 这 个 关系 相当 于 目 由 同 伦 类 中 加 法 . 定义 

it = min { E(s) :SET L&(S?,.N)} 
= lim { min Es(s):s ETN L3°(S?,.N)}. 


注意 到 T = 0 的 充 要 条 件 为 TT 是 平凡 的 , BU, HP >e. 
引 理 5.3 设 sa: L ~N, a > 1, Æ Ea 的 非 平 凡 临 界 映 照 序列 且 在 


证 明 Sacks 和 Uhlenbeck 计算 了 已 在 sa W 径 向 的 变 分 ) 得 到 


Z f (14 ldsals)® ?lasol? cos dy 
St (11) 

< / (1 + |dsql?)°~2|dsql2(— cos d)dy, 
加 


其 中 s+ 和 S- 分 别 表 示 上 半球 和 下 半球 . 如 果 s 是 平凡 的 , 根据 定理 3.3, sa 
不 可 能 在 C1(S2, N) 中 逼近 s. 从 定理 4.6, 我 们 看 到 sa 在 p 附近 存在 扩充 So, 
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EWN 5:82? — N. 而 
1 
~E(s) < lim E(sg|Da) < im 上 人 |dsw| cos odu 
2 a—1 al S+ 


< lim (- | (1 + ldsq|)*~"|dsa|? cos $) dy 
g- 


a1 


=- j |dsl cos ġdp. 
S- 


这 里 , 我 们 在 最 后 的 不 等 式 利用 (11). 如 果 ds = 0, 5 是 平凡 的 , 这 是 不 可 能 的 . 


引 理 5.4 iT E€ mC(S*,M). BRA, RAT 包含 极 小 调和 映照 s, 或 者 
对 所 有 6 > 0 存在 非 平凡 自由 同 伦 类 Y= mı( N) 以 及 T2 = NT1(N )Y2, 使 
P=m(N)you(N)n + m(N)y2 以 及 Wi + Po <a 十 0. 


证 明 根据 命题 2.4 和 定理 4.4, 我 们 可 找到 序列 a 一 1 MRR sa Er, € 
们 取 到 Eo 的 极 小 值 并 且 在 C1(82 - {fz ,ze N) 中 收敛 于 s. 我 们 可 以 假定 
lim,, ,ww lim, ,i Ealsa| D(z, 2-™)) > e, 否则 , 我 们 能 用 引 理 4.2, Æ sa 收敛 到 s 
时 , 去 挥 奇 点 21. 如 果 我 们 用 这 种 方式 取消 挥 所 有 奇 点 zi, ABA, 在 C1(5?, N) 
WN sa 一 s, FFA sel RAT 中 使 能 量 E 最 小 的 调和 映照 . 假如 我 们 做 不 到 
ROR, 在 zi 的 周围 取 一 个 小 圆 盘 D(p) 并 用 (9) 的 构造 来 定义 ŝa: D 一 N. 


今 


ualr) = {© zr € S? — D(p) 
Sa(x) « € D(p), 

va(2) = ji o f(x) x € S? — D(p) 
Salz) xeD(p). 


这 里 , f: 5 — D(p) 一 D(p) 是 保持 D(p) 的 边界 不 动 的 共 形 反射 . wT, A T 
分 别 是 v 和 va 的 自由 同 伦 类 . 有 m(N)y Cm(CV)y + m(N)y2. 从 (10) 我 们 
可 以 说 明 pra Ara < HT +6. 从 假设 limp oo lime +1 Ea (8a/D(21,27™)) > e, R 
们 很 容易 看 到 1. £0. 如 果 fir = 0, s 将 是 平凡 的 , 然后 , 根据 引 理 5.3, 存在 
to £21 使 limmo limy+1 Fe (Sq|D(r2, 2-™)) > e. 这 必 意 味 着 11 40, IE. 
总 而 言 之 , 我 们 能 推出 Hri A 0. 

定理 5.5 存在 一 个 自由 同 伦 类 的 集合 Ai C TCS, N), 使 那些 元 素 {A € 
Ai} 构成 ro(N) 作为 一 个 Zrni(N)| 模 的 生成 集 (FP ri(N) 作用 其 上 ), FH 每 
个 A; 包含 一 个 极 小 调和 映照 s; : 5S2 一 NN. 
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证 明 设 A; 是 包含 极 小 调和 映照 同 伦 类 . Be PC m(N) 是 由 {A € Ay} 生 
成 的 子 群 . 假定 P A mo(N). 取 一 类 T y eT, y£ P, TEAR HI’ < HD — §, AB 
Aly ENV CP. 

根据 假设 存在 1 1 和 1 > 满足 ™(N) C mı( N) ytri (N), Hri +AT < T +5, 
并 且 对 j = 1,2, 1) > e. 所 有 这 些 意味 着 ij <ir- §. 根据 假定 , 两 个 集合 
mil N) 都 在 P 中 , 所 以 ， 


m(N)y C m(N)y1 +TIUV)72 CP. 


下 面 两 个 定理 我 们 考察 调和 映照 不 一 定 是 极 小 但 可 以 是 鞍点 的 情形 . 其 中 第 一 
个 定理 处 理 对 我 们 的 收敛 技术 没有 障碍 的 情形 


定理 5.6 对 非 平凡 的 调和 映照 s: S 一 N, 设 so = min E(s) 并 且 如 果 
这 样 调和 映照 的 集合 是 空 集 时 so = co. 那么 , 对 MAS*, EE [0,c0) 满足 
Morse 理论 , 而 对 M = 9?, 也 | 五 -If0,2s0) 满足 Morse 理论 . 


WAR 集合 {Sa : sate 五 .的 临界 点 ， EF, (sa) < 6 < co} HAW, 根据 定理 
4.6, 在 C1(M,N) 中 sa — s, 除非 存在 极 小 调和 映照 5 : S* N, 它 的 像 落 在 
Sa(M) 的 Hausdorff 极限 集中 .在 这 种 情形 下 lim。 ,1 E(sa) > E(5) + E(s) > 
E(8) > co. WẸ M = 52, 由 引 理 5.3, E(s) > so 从 而 limo_,1 Ba(sa) > 2€0 (在 
C1(M — {z1, z2}, N) 中 5 一 s 的 情形 , 我 们 有 两 个 非 平 几 调 和 映照 责 , 5, 从 而 
limw ,1 Bs (sa) > 05-1 B(5;) + E(s) > 2e0. ) 所 以 ，[U1] 中 的 结果 适用 于 此 . 


定理 5.7 如 果 N 的 通用 改 盖 空间 不 是 可 缩 的 , 那么 存在 一 个 非 平 凡 的 调 
和 映照 s: S* ON. 


WEAR 我 们 用 定理 2.8 和 定理 3.3 得 到 Éa 的 临界 映照 sa 满足 s < Es(sa) < 
B， 那 么 ,从 定理 4.4， 有 一 个 调和 映照 使 在 Ci(S2? — {x1,… ,xe}, N) 中 
sa 一 s. WE s 不 是 常 值 映照 , 我 们 完成 了 证 明 . 如 果 s 是 常 值 映 照 ， 由 于 
(sa) > €, Sq 在 某 些 点 就 不 收敛 于 s. 根据 定理 4.7, 存在 一 个 非 平 几 调 和 映 
照 5 并 且 5(52) C Na Ug<a sp(S2). 

因为 从 5? 到 N 的 调和 映照 的 像 是 共 形 分 支 极 小 浸入 , 前 一 定理 产生 了 极 
小 球 存在 性 的 主要 定理 . 注意 到 NN 的 通用 覆盖 空间 的 假定 不 能 取消 , 否则 如 采 
N 有 非 正 曲率 , BRA, 从 S? BN 的 任何 调和 映照 是 常 值 映 照 . 


定理 5.8 如 果 NN 的 通用 改 盖 空间 不 是 可 缩 的 , 那么 存在 一 个 非 平 凡 的 Ce 
共 形 分 支 极 小 浸入 s: 5S2 一 N. 
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骨 从 定理 5.5 我 们 得 到 关于 极 小 球面 的 最 后 结果 . 

定理 5.9 存在 自由 同 伦 类 Ai € TCS, N) HARK, 使 元 素 {AEA} 
生成 被 mj(N) 作用 的 xn2(N), 并 且 使 每 个 Ai 中 包含 球面 的 共 形 分 支 极 小 浸入 ， 
CRM S? 到 NN 的 落 在 Ai 中 的 映照 中 面积 最 小 的 映照 . 


在 [GM] 中 , 借助 调和 形式 理论 , 证 明了 有 具 正 曲 率 算 子 紧 致 单 连通 "一 维 
Riemann ji, — EM n 维 球面 具有 相同 的 同调 类 . 进而 ，Hamilton [Hal] 利 
用 热 方程 方法 证 明了 四 维 紧 致 单 连通 具 正 曲率 算 子 的 Rieman 流 形 一 定 微分 
RF S4， 另 一 方面 , 根据 球 定理 [CE], 我 们 知道 , 如 果 M 是 单 连通 的 并 且 
截面 曲率 满足 3 < Km <1, 那么 M RT ER, 这 个 定理 首先 由 Rauch 所 
证 明 然后 被 Klingenberg 和 Berger 所 改进 . 用 一 个 新 的 曲率 假定 ，Micallef 和 
Moore [MM] 得 到 了 那些 结果 的 改进 形式 . 即 , 他 们 对 具有 严格 过 点 GET 
形 证 明了 球 定理 , 并 且 , 他 们 说 明了 每 个 具有 正则 率 算 子 的 单 连通 Riemann fit. 
EEFE. 具体 而 言 , 他 们 运用 Sacks-Uhlenbeck 极 小 S? 理论 , 证 明了 一 
个 紧 臻 单 连通 至 少 四 维 的 Riemann 流 形 , 如 果 它 的 全 迷 癌 截面 曲率 为 正 , —E 
同 胚 于 球面 . 最 近 ，R. Hamilton 发 展 了 他 的 热 方 程 方法 用 来 证 明 一 个 紧 致 定 问 
的 四 维 流 形 , 如 果 具 有 正 的 全 迷 向 截面 曲率 , 就 一 定 微分 同 胚 于 若干 个 51 x M3 
PHA, 其 中 ，M3 是 一 个 常 截面 曲率 的 三 维 流 形 , 即 球面 53 被 等 距离 
散 子 群 自 由 作用 后 的 商 空间 本章 中 , 我 们 将 描述 这 一 重要 的 曲率 条 件 , 并 给 
出 Micallef-Moore 定理 的 证 明 . 值得 注意 地 ，Micallef 和 Wang (Duke Math. J. 
72(1993), 649-672) 已 说 明正 全 迷 向 截面 曲率 紧 致 流 形 ( 任 何 维 数 ) 的 连通 和 也 容 
有 这 样 的 度量 . 这 样 , 任何 个 St x M"-! 拷贝 的 连通 和 以 及 常 正 曲 率 n 维 流 形 
具有 正 全 迷 向 曲率 的 度量 . 


8$1， 正 全 迷 向 截面 曲率 .87. 


81. 正 全 迷 向 截面 曲率 


设 M JÈ n 4E Riemann WÉ, CE p 点 的 切 空 SA T M. Æ p 点 的 曲率 算 子 
为 切 空 间 的 二 次 外 积 空间 ATM 上 的 自 共 恩 线 性 映照 R: A2T,M > AT,M, 
对 z,y,u,v € TM, 定义 为 


(R(x Ay), u Av) = (R(z,y)v,u). 


如 同 第 五 章 §2, Riemann 度量 (, ) 可 被 延 拓 为 T M ec 上 的 一 个 复 双 线性 形 
(, ) 以 及 一 个 Hermite 内 积 <, >. 类 似 地 , 在 A°T,M 上 的 Riemann 度量 也 
能 以 这 两 种 方式 延 拓 到 APT, M 8C. 

我 们 将 曲率 算 子 延 拓 为 复线 性 映照 尺 :A2TMeQ@C 一 A?T,M @C, 并 且 对 
AMA oo CT,M @C, 我 们 对 应 一 个 复 截 面 曲 率 K(c), 它 是 实数 , 定义 为 


KRZ Aw), z Aw > 


K 一 
(9) rui 


其 中 {z,w} 是 o 的 一 组 基 . 

一 个 元 素 2€T, MOC 如 果 满 足 (z,z) = 0, 称 为 迷 向 的 . 如 果 复 线性 子 空 
H V C7T,M@C 中 的 任 一 元 素 z eV 都 是 迷 向 的 ，(z,z) = 0, 它 就 称 为 全 迷 向 
子 空间 . 

定义 如 果 对 任何 点 pe M 和 全 迷 向 平面 go CT,M 8C, K(c) > 0, 那么 
Riemann 流 形 M 具有 正 全 迷 向 截面 曲率 . 


附注 (1) z € TM 9C 的 全 迷 向 子 空 间 的 维 数 不 超 过 3, 所 以 , 这 种 曲率 
条 件 仅 对 n > 4 有 意义 . 
(2) 正 像 “ 正 截面 曲率 ”的 条 件 理想 地 被 用 来 研究 测 地 线 的 稳定 性 ,，“ 正 全 迷 向 
截面 曲率 ”的 条 件 恰好 被 用 来 研究 Riemann 流 形 中 极 小 曲面 的 稳定 性 . 


现在 我 们 来 考察 某 些 常 用 的 曲率 条 件 , 它们 都 蕴涵 正 全 迷 向 截面 曲率 的 . 如 
AL o t= z ETM OC 的 二 维 全 迷 向 子 空间 , BRA, 存在 o 的 一 组 基 {z,w}, 使 得 


z = El 十 2E2， Ww = E3 十 2E4， 
其 中 e1,--- ,es 是 单位 正 交 切 向 量 . 由 于 


z Nw = (e1 A e3 — €2 A e4) + ilei A e4 + ez A 63), (1) 
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K R(z ^w), z Aw > = (Rei A e3 — €2 ^ €4), €1 A €3 一 ez 人 e4) 
十 (及 (el Aea + e A e3), el Aea +e ^ e3) 
= Ri331 + Resse + Rı441 + R2332 — 2R1234, (2) 


其 中 , 我 们 用 了 Bianchi 恒等式 . 

假定 M 是 一 个 定向 4 维 流 形 . 那么 ，(1) 式 的 实 部 和 虚 部 或 者 都 是 自 对 偶 ， 
或 者 都 是 反 自 对 偶 [AHS]. R 的 将 自 对 偶 2 形式 映 到 自身 的 分 量 是 Wi + 古 s， 
这 里 ，W 是 Weyl 张 量 W 的 自 对 偶 部 分 ，s 是 数量 曲率 . RKM, R 的 将 反 
自 对 偶 2 形式 映 到 自身 的 分 量 是 W+ 十 s. 对 四 维 流 形 , 有 一 个 正 全 迷 辐 截面 
曲率 的 简单 的 充 要 条 件 : BS BRS Wbs AW 十 证 s 的 最 小 特征 值 之 
和 是 正 的 . FT, Wy 和 W_ 的 迹 都 是 零 , 这 个 充 要 条 件 等 价 于 -W + és 是正 
定 的 . 特别 地 , 零 迹 Ricci 张 量 不 影响 四 维 流 形 中 全 迷 疝 二 维 截 面 的 曲率 . 

在 维 数 > 4 时 , 有 各 种 蕴涵 正 全 迷 疝 截面 曲率 的 条 件 . 其 中 , 最 简单 是 曲率 
BFR 是 正定 的 , 这 时 我 们 说 M 有 正 曲 率 算 子 . 另 一 个 意味 着 正 全 迷 向 截面 
曲率 的 条 件 是 严格 逐 点 二 - 夹 . 对 任何 p © M 和 所 有 实 二 维 平面 oC TM, 如 
RFE M 上 正常 数 K 使 截面 曲率 K(o) 满足 


ôK(p) < Klo) < K(p), 


ABA, 我 们 说 M 的 截面 曲率 是 逐 点 5- 夹 的 , 这 里 0 < 6 < 1. WRK 是 常数 ， 
这 就 称 为 整体 夹 的 . 如 果 其 中 一 个 不 等 式 是 严格 的 , 就 称 为 严格 的 . 假定 M 的 
截面 曲率 是 严格 逐 点 1_ 夹 . 那么 ，(2) 中 开头 四 项 的 每 项 是 严格 大 于 Lp), 而 
Berger [Bg, p.69] 的 一 个 不 等 式 说 明 


1 
|R1234| < 5K (p). 
立即 得 到 
KRzAw),zh\w >> 0, 


所 以 , 严格 逐 点 1 — See ART AH RARE TE Sek rn AR. 现在 我 们 来 陈述 主 
要 定理 . 

主要 定理 设 M 是 紧 致 单 连通 n- 维 Riemann AG (n 24), CRA ES 
迷 向 截面 曲率 , 那么 ，M 同 胚 于 球面 


§2. M 中 调和 2- 维 球面 的 指标 89 - 


推论 设 M 是 紧 致 单 连通 n- 4 Riemann 流 形 (n>4). 如 果 M 具有 正 
曲率 算 子 或 M 具有 严格 逐 点 LAMAR, 那么 ，M 同 胚 于 球面 . 


附注 (1) 上 述 推论 对 n = 2,3 也 成 立 . n = 2 情形 是 熟知 的 , 而 n= 3 的 

情形 从 Hamilton [Ha2] 的 一 个 定理 直接 得 到 , 它 事 实 上 在 正 Ricci 曲率 条 件 下 
说 明 M 是 微分 同 胚 于 球面 . 
(2) Ruh [R] 是 第 一 个 以 逐 点 夹 的 假定 证 明 球 定理 的 . 以 后 ，Huisken [Hu] 用 热 方 
程 方法 证 明了 类 似 的 结果 . 如 果 曲 率 是 逐 点 6- 夹 的 , Ruh 和 Huisken 事实 上 证 
明了 M 是 微分 同 胚 于 球面 , 这 里 6 是 充分 接近 于 1 (24 n = dimM 一 co 时 , 6 = 
6(n) 一 1). 应 该 指出 的 是 对 整体 夹 的 条 件 可 以 证 明 微 分 球 定理 [CE, 第 7 章 ], 这 
时 5 和 维 数 n 无 关 . 


证 明 主要 定理 中 的 关键 步 又 在 于 说 明 在 维 数 > 4 的 具有 正 全 迷 向 截面 曲率 
的 Riemann 流 形 中 的 非 平凡 分 支 共 形 极 小 球面 8? 必 有 指标 > 3 -3. 这 将 在 
下 节 证 明 . 


§2. M 中 调和 2 一 维 球面 的 指标 


设 # Riemann M, M 是 Riemann 流 形 , 并 日，f :于 一 M 是 一 个 非 
平凡 的 调和 映照 .AM 上 的 切 从 TM 拉 回 定义 了 允 上 的 光滑 向 量 从 fTM, 并 
H, TM 上 的 Riemann 度量 和 Levi-Civita KAMER FTM 上 的 一 个 度量 
(,) 和 联络 V， 前 面 我 们 已 经 看 到 , 纤维 度量 (,) 有 两 种 方法 扩充 到 复 化 从 
E=f*TMEC E: (,) 和 < 之 ,>. 联络 扩充 为 玉 上 的 复线 性 联络 , CXF 
Z, > Æ Hermite 的 . 

设 APIE) 表示 上 取 值 于 E 的 (p,q) 形式; 在 史上 的 局 部 复 坐标 z = 
rT 十 iy F, AO (E) BE dz 的 因子 项 组 成 , 而 A» (E) HE dz 的 因子 项 组 成 
联络 V 分解 成 两 个 分 量 


V': A”? (E) > AM(E), V” : A™(E) => A (E), 


如 众所周知 [KM], [AHS, 定理 5.1], Æ E 上 存在 唯一 的 全 纯 结构 , 对 此 y” = 5 
E 上 的 0- 算 子 . 关于 这 个 全 纯 结 构 ，E 的 一 个 截面 W 是 全 纯 


<> VW <= VaąW =0. 
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-一 


显然 , 我 们 可 将 学 看 为 下 的 局 部 截面 . 在 这 记号 下 ，f 是 调和 的 事实 表示 


为 of 
V25, = 0, 
CR 2 是 下 的 局 部 全 纯 截 面 . 另 一 方面 , f 将 是 共 形 的 , 如 果 它 满足 
Of Of\ — 
(Se 35) =0, 


这 说 明 Sf 是 迷 向 的 . 

假定 在 上 给 定 与 共 形 结构 相 容 的 Rieman 度量 ds?, 使 ds? = X? (dr? + 
dy”). WÈ V E TT(f*TM), 能 量 关 于 变 分 向 量 场 为 V 的 f 的 形变 的 能 量 的 第 二 
变 分 由 指标 形式 所 给 出 ( 见 第 五 章 81): 


I(V,V) =2 人 vv — (K(V), Va, (3) 
其 中 dA 是 (X, ds?) 的 面积 元 ， 
IWiP? = [VVV gV) + (VgV Yg VY], 
ŽE < 是 FTM 的 癌 量 从 和 目 同 态 , H 


1 Of, of Of, Of 
KV) = 3[R(V. 57) 5, + RLV By) da. 
所 定义 . f 的 指标 数 是 TT(f*TM) 中 使 指标 形式 (3) 是 负 征 的 线性 子 空 间 的 极 大 
维 数 . 了 的 零 化 数 是 Jacobi 场 空间 的 维 数 , 一 个 元 VU € T(f*TM) 称 为 Jacobi 
场 , 如 果 它 对 所 有 V eT(f*TM) 满足 


I(U, V) = 0. 


将 TM 上 的 向 量 丛 自 同 态 大 MERE E = fTM @C EMM BARA, 
我 们 看 到 指标 形式 (3) 延 拓 为 E 上 截面 的 Hermite 对 称 双 线 性 形 . 所 以 , 可 用 
上 述 同样 的 方式 对 Hermite 对 称 指标 形式 定义 /的 指标 数 和 零 化 数 . 


引 理 1 如 果 W eT(E), 则 


1(W,W) = s| vawl - < R(W 人 PL) ,本 A a > |azay. 


TT ET We 


§2. M 中 调和 2— 维 球面 的 指标 : 91 . 


WEAR 分 部 积分 产生 


2 1 2 2 
/ Ivaw| dzdy = i/ lV 2 > Wi +| vaw] |azay 
> Oz Oy 


Of Of 
-i/ < Ra By —)W,W > dz, 


其 中 曲率 张 量 R 被 延 拓 为 对 它 的 所 有 变量 是 复线 性 的 . 代入 到 (3) 的 Hermite 
推广 式 中 产生 


I(W,W) =2 | BLA wl +i< RL of ww > 


dx’? Oy 
Of Of 


- < RW, a), 


W>-« RW BF W > | dzdy. 
用 Bianchi 恒等式 , 我 们 能 说 明 


iK RL? WW >- < R(W, chy Of oW >- < R(W, en W > 


se nw 2 wats. 


Oz 
这 就 宛 成 了 证 明 . 


注意 ”从 引 理 1 得 知 和 D 相 切 的 任何 全 纯 向 量 场 的 六 一 像 是 迷 向 的 复 Ja- 
cobi 场 . 


定理 1 M 是 n 维 具 正 全 迷 向 截面 曲率 的 Riemann 流 形 . 那么 , 任何 
非 平凡 的 共 形 调和 映照 f: S2 M 的 指标 数 至 少 为 2=3 


WEAR 我 们 非常 依赖 于 我 们 讨论 的 极 小 曲面 的 亏 格 为 零 的 事实 , 像 在 85.3 
中 做 的 一 样 . 根据 Grothendick 的 一 个 定理 , 像 在 85.3 — FE, E 分 解 为 全 纯 线 从 
的 二 和 
E = Li 8- @ Ly © Lpp O O Lr O Lp O- @ Im, 


HH, X} 1 <i<p, a(Li) > 0, X} p+1 <j <r, alL;)=0, X% r+1<k< 
n, (Le) <0. KE, = L1- Lp, Eo = Lpp @---@Ly, E- = Lr O-O Ln. 
ABA, 根据 85.3 中 的 讨论 ， 正 + 正 交 于 Eo, 并 且 p+r=n. ule, FE, Æ E 的 
一 个 迷 向 子 从 . 进而 , 如 果 z = 2 + iy 是 Riemann 球面 CU {00} 上 的 标准 坐标 ， 
of 是 E, 的 一 个 全 纯 截 面 , 因为 它 在 oo 和 f 的 分 支点 都 为 零 

WU, V 是 T(E) 的 复线 性 子 空间 , 使 WU B E, 的 全 纯 截面 所 生成 , 它 自然 
ERR, 而 V 由 取 值 于 Eo 的 极 大 全 迷 向 子 从 所 生成 (E, 和 Ey 的 全 纯 截面 
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的 存在 性 由 Riemann-Roch 定理 所 确保 , 它 告诉 我 们 如 果 ci(Zi) > 0, BRA, Li 
的 全 纯 截 面 的 复 维 数 为 cj(L;) +1, WR ci (Li) < 0, ABA, L 的 全 纯 截 面 的 复 
AERA). 用 线性 代数 , 我 们 可 以 说 明 


dime V(q) = {wE T,M: we W(q) 对 某 些 W evy} 
r—p-li 


之 
2 


EX W=U+V. 从 而 


dime W(q) = {wET,M:weW(q), WHE Wey} 
> pp 2! _ not 
2 2 
W 的 一 维 子 空间 算 在 与 球面 相 切 的 六 (gq). 这 样 ，W 包含 复 维 数 至 少 为 号 > 的 
线性 子 空间 Wo, CH E 的 迷 向 全 纯 截 面 所 组 成 , 并 且 当 W e Wott, Wag 
不 恒 等 于 零 . 从 引 理 1 得 到 对 W € Wo 


Of Of 
I(W,W) = -5 人 < R(W A arr WA As > drdy. 
注意 到 W(q) 和 ol (q) 对 几乎 所 有 € M 张 成 了 Me@C 的 全 迷 癌 二 维 平面 . 这 
RE, 根据 假定 , 指标 形式 在 Wo 上 是 负 定 的 , MAT, f 的 指标 数 至 少 是 号 3, 这 就 
是 要 证 的 结果 . 


附注 当 M 具 正 曲率 算 子 或 严格 1 一 夹 的 截面 曲率 时 , 上 述 讨论 略 作 修 改 
将 说 明 f 的 指标 数 至 少 是 n - 2. 在 下 一 节 我 们 将 看 到 纯粹 由 于 Morse 理论 的 
原因 , 如 [SaU] Bras, 任何 紧 致 单 连通 Riemann 流 形 必 包 含 指标 数 < n 一 2 的 非 
平凡 极 小 S2. 


§3. a 一 能 量 的 低 指 标 数 的 临界 点 


我 们 现在 将 观点 转 到 整体 分 析 和 Sacks 和 Uhlenbeck 的 a 一 能 量 (请 见 前 一 
章 ). 它们 的 a 一 能 量 满足 Palais 和 Smale 的 条 件 C, 它 的 临界 点 仍 可 能 是 退化 
的 . 但 是 , 回顾 Morse 定理 [Mn], WR f 是 定义 在 R” 的 紧 致 子 集中 的 C? 函数 ， 
那么 , 对 R 的 稠密 开 子 集中 的 v, 映照 z f(r) + e 只 有 非 退化 临界 点 . 与 
这 类 似 地 , 我 们 将 定义 一 个 a 一 能 量 扰动 形式 , 所 谓 (o 办 -= 能量, 它们 可 选取 得 
只 有 非 退 化 临界 点 . 假定 M SERRAR RN 中 . ABA, 我 们 可 将 Ze (>, M) 


§3. a 一 能 量 的 低 指 标 数 的 临界 点 .93. 


看 为 L??(5,RN) 的 光滑 子 流 形 . 给 定 一 个 六 Bd RN, (0, 轨 _ 能 量 是 
C? RX Ey :Te(D M) >R, 定义 为 
Eaw(f) = Ea(f) + [ (f dA, 


其 中 点 “” 表 示 RNY 中 的 通常 点 积 ，E6y 仍然 满足 Palais-Smale 的 条 件 C, 并 
HETA. 
直接 计算 说 明 它 的 Euler-Lagrange 方程 是 


Way(f)=0, 
其 中 
Qawlf) = 2a(l + Na) {AS + (a = D + [laf 2)? E eldre) 
-D(Ao fei(f), eif) — 0 + lla?) PE H) 


在 这 个 公式 中 , 4 是 M 在 RN 中 的 第 二 基本 形式 , 而 Piho) 是 wlp) E TroM 
中 的 正 交 投影 . 


引 理 2 wR y 2 O”, 那么 Ey y 的 任何 临界 点 是 CX. 


WEAR 从 命题 6.2.3 直接 得 到 . 
在 Eoy 的 临界 点 f E L2°(D,M), Eoy 的 二 阶 导数 定义 了 一 个 对 称 双 线 性 
型 ， 
0 BEow(j:T1T(>M)xTTT2e(》 M) >R, 
它 叫做 Eawy Œ f 的 Hessian. 一 个 较为 直接 的 计算 说 明 对 V, W 


8? Ea (PV, W) = dala —1) | (1 + df)? (af, VV) (af, VW)dA 
+20 人 (1 + llaf|?)°-2 (VV, VW) — (KV), W)}dA 
+ | (Ao f)(V,W)- wah. (5) 
> 
Bay 在 临界 点 f 的 BF Lauli) 是 二 阶 微分 算 子 , 由 (5) 分 部 积分 得 到 


Bay VW) = | Caw f)(V), W)AA, 
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当 a 一 1 很 小 时 , FEARS. 从 这 类 算 子 的 理论 , Loy 诱导 了 指标 为 
2-H) Fredholm PREG Lay : L2°(f*0M) 一 L2*(f*TM). 注意 到 


Law PV) = Cay), 


FPA wok PreK see f 进行 的 . 


引 理 3 给 定 任何 常数 a, RS ND? = {y4 € LO(E, RY): Æ Evy 中 的 每 
个 使 Ealf) < a 的 临界 点 f, A Ker(Lay) =0} ZA BAR. 


证 明 见 [U2], 或 (MM, 引 理 2). 

因为 Ce 映照 在 L? 中 是 稠密 的 , 并 对 任何 给 定 的 帝 数 a, ND 是 开 的 , 我 
们 能 找到 任意 小 L2* 模 的 映照 ye C(L, RY) n ND.. 从 引 理 2 得 到 Eoy 的 
所 有 临界 映照 是 C% 的 . 这 样 Uhlenbeck 的 定理 [U3, §5) 意味 着 a-- 能 量 < a 
的 Loy 所 有 的 临界 点 是 弱 非 退化 的 并 具有 有 限 指标 . 具 这 种 类 型 临界 点 的 函数 
能 应 用 Banach 流 形 上 的 Morse 理论 . 往 后 ， 我 们 假定 E = S°, 具有 常 曲率 度量 
日 为 单位 面积 的 球面 . 


5| 4 如 果 M 是 紧 的 并 且 mk(M) #0, RRA, BE Ea: L2°(S?,M) >R 
的 一 个 临界 点 , 它 的 指标 为 < 一 2. 并 且 , 存在 不 依赖 于 a 的 常数 BRA 
SBM a 一 能 量 < (1+ B’). 


证 明 根据 引 理 3, 对 任何 a P e, FE y ECE RYAN D. ||wllozo < 
c, 使 所 有 (a,y) 一 能 量 < a 的 临界 点 是 弱 非 退化 的 . 适当 选取 a 和 oc, 我 们 能 应 
用 定理 6.2.7 的 证 明 . 所 以 , 存在 (a, y) EE <a 的 Eoy 的 临界 点 fay. 根据 
[U3] 中 的 Morse HWE, fay 有 指标 < k -- 2. 进而 , 从 定理 6.2.7 得 到 存在 不 依 
MF a 的 正常 数 BAC, 使 fay 能 被 取 成 满足 


Faw (fas) S (+ B’) + Cllllo,2a. (6) 


现在 , 取 L2* 中 收敛 的 序列 (i) 一 0 以 及 指标 《大 - 2 的 满足 (6) 的 弦 非 退化 
的 临界 点 fayi ZR Eo 在 这 序列 上 是 有 界 的 且 E。 EAS. EW 
JE Palais-Smale 条 件 (C), 从 而 , 在 这 个 序列 中 存在 一 个 临界 点 fa 显然 ，f 不 
ERR, 具有 指标 < k 一 2, 并 且 满 足 不 等 式 Ealfa) < (1 + B?)*. 


§4. 小 指标 数 调 和 二 维 球 的 存在 性 .95. 


84. 小 指标 数 调和 二 维 球 的 存在 性 


定理 2 ik M 是 紧 致 Riemann 流 形 , CHM k> 2 阶 同 伦 群 rp(M) 关 0, 那 
Z, M 中 存在 指标 < 有一 2 的 非常 值 调 和 二 维 球面 . 


证 明 这 个 定理 之 前 , 我 们 先 叙 述 一 个 著名 的 定理 , 它 告诉 我 们 在 M 的 非 平 
几 调 和 二 维 球 中 可 去 掉 有 限 多 个 点 而 不 影响 它 的 指标 数 (如 见 [GLI]). 

引 理 5 设 m 是 非 平 凡 调和 映照 f: 52 -MM 的 指标 数 . AM 中 给 定 有 
限 点 集 {p1,-… ,pe}, 存在 维 数 为 m 的 T(f*TM) 的 线性 子 从 V, 4 (i) 指标 形式 
I 在 上 指标 形式 是 负 定 的 ，(ii) 如 果 VeV, RA, V Æp, 1 i<L 的 一 个 
开 邻 域 中 为 零 . 


定理 2 的 证 明 根据 引 理 4, 存在 一 个 序列 ali) 一 1, 以 及 Eao 的 临界 点 
fai 使 Eao) 在 fac) 的 指标 < k— 2. 进而 , 应 用 第 六 章 83 的 定理 3.3, 我 们 有 


Eads) (fati)) < (1 十 B?) E( fei) 之 E, 


这 里 , BA e 是 不 依赖 于 ali) 的 常数 . > ali) 一 1. 从 定理 6.4.4 得 到 , 我 们 能 
使 fao HC! RE S? 扣 去 有 限 点 集 上 收敛 于 一 个 常 值 映照 或 收敛 于 一 个 非 平 
凡 共 形 分 文 极 小 球 fi: 92 M. 


情形 I. 极限 映照 不 是 常 值 映照 .只 要 说 明 m= fi 的 指标 《大 - 2. 我 们 
考察 回 量 丛 的 交换 图 
ITM 一 一 一 IM —— TM 


| | [> 


s2 SM), 92x M 2. M 


其 中 m 是 到 第 二 个 分 量 的 投影 . 设 {pi1,… ,pe} 是 52 中 的 点 , 在 这 些 点 上 不 收 
SM. 根据 前 面 的 引 理 , 存在 m 个 线性 独立 的 变 分 向 量 场 Vi,… , Vm eT(f*TM)， 
使 
(i) 指标 形式 在 {V Vin} 张 成 的 空间 是 负 定 的 . 
(ii) Vise, Vm TE {Pp1; Pm} 的 邻 域 中 为 零 . 
将 Vi, Vm 扩充 成 TTM 的 光滑 截面 V,- , Vm, 它们 的 支 集 在 (id, f1)(S?) 
的 管状 邻 域 中 , AS 

V, (i) = (id, focsy)* (V), 
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这 里 , 1 < 7 < é. 如 果 我 们 将 Vi.(i) 看 为 从 S? 到 M 的 切 丛 的 一 个 映照 使 Vi.(i)(p) 
落 在 M 在 fc)(p) 的 切 空间 上 , ABA, 在 C1 中 


V-(i) > (id, f1)" (VW)= VW. 


现在 , 我 们 要 用 of Eo 在 临界 点 fo 的 第 二 变 分 的 表达 式 . 由 于 Qa = 
Qao 在 临界 点 为 零 , 从 (5) 得 到 对 所 有 U,V € L?°*((f.)*TM)， 


P Ealfa)(U, V) = tafa = 1) | (1+ dfa?) dfa, VU) (fa VV dA 
(7) 
+2a | (1+ la) 4 (VU, VV) ~ (KU), V)}dA, 


当 a 一 Ff, 
(a= 1)] f O Nal? (fan VV) fa, VVs (i))a4| 
< (= D| f (+ Idal DTV ONTV O aA| — 0, 
所 以 , 从 (7) 得 到 


6° Eat) (fat) ) (Vr (i), Vs (i)) 
= 2 | {(VV;, VVs) — (K(V;), Ve) }dA = I(Vp, Ve), 
S2 


这 里 ，7 是 通常 能 量 的 指标 形式 . BORE, 当 ali) 充分 接近 于 1 时 ，(m x m)- 矩 阵 
re REMY, 它 的 (rs)- 元 素 是 6? Eaa (faci) (Vri, Vi). RBZ, 当 ali) 充 
分 接近 于 1 IM, fora) 的 指标 至 少 是 m. 所 以 ，m < k—2, 这 就 建立 了 这 种 情形 
的 定理 


情形 Il. 极限 映照 fi 是 常 值 . A Elaa) > e MEM 6.4.6 得 到 当 
a(i) 一 工时 , 一 个 非 平 凡 共 形 分 文 极 小 球 “ 冒 出 来 ”. 根据 那 一 定理 的 讨论 , 我 们 
能 找到 一 个 共 形 放大 g; 使 映照 


fi = fai) ° gi: C > M 
满足 dO = 1 以 及 在 C 上 IIdf;l| < 1. 正如 定理 6.4.6 所 描述 的 , 所 在 C 
的 蛇 致 子 集 上 在 Ch 中 收敛 于 一 个 非常 值 的 共 形 调和 映照 , 它 可 延 拓 到 整个 球 
面 上 f,:S? M. 为 完成 证 明 , 只 要 说 明 m= fi 的 指标 数 < 一 2. 


g4. 小 指标 数 调 和 二 维 球 的 存在 性 .97. 


由 于 a_ 能 量 不 是 共 形 不 变 的 , 我 们 要 用 新 的 泛 函 É 取代 它 
BF) = Eao (fao) = 人 G 上 daF2)cGd4， 


H, dA; = g? (dA), 并 且 ||df;\|; 是 微分 df; 关于 ds? = g* (S? 上 的 标准 度量 ) 
的 模 , 类 似 地 ， 在 (7) 中 用 一 个 变量 代 换 能 得 到 启 在 临界 点 的 第 二 变 分 . 那么 
完全 和 第 工种 情形 一 样 讨 论 , 我 们 能 说 明 m <k- 2. 


主要 定理 的 证 明 i k EE zi(M) 关 0 的 最 小 整数 . 由 于 M 是 单 连通 的 ， 

k > 2. 根据 定理 2, 在 M 中 存在 一 个 指标 数 m < k- 2 的 非 平 凡 的 调和 二 维 球 
面 . 另 一 方面 , 从 定理 1 得 到 m > m3, 从 而 天 > S. 根据 Hurewicz 同 构 定 理 以 
及 Poincaré XHB EMIA k = n, 即 M 上 最 小 非 零 同 伦 群 为 naM). 由 于 M 
是 CW 复 形 , 从 Whitehead 的 定理 得 到 MM 一 定 是 一 个 同 伦 球 . 根据 n > 4 BY 
广义 Poincaré 猜想 的 解答 , 我 们 能 断定 M AFERE. 
附注 

1 主要 定理 的 证 明说 明 如 果 M 是 紧 致 定 问 的 (不 一 定单 连通 ) 4 维 Riemann 
流 形 , 使 -W + (WL §1) 是 正定 的 , ABA, mo(M) = 0. 对 照 而 言 , 调和 形 
式 理论 意味 着 这 类 流 形 满足 H?(M,R) = 0 ( 见 [FU 附录 C]). 
如 果 M 除了 单 连通 的 条 件 外 满足 主要 定理 的 所 有 假定 ，M MAHA mA 
一 定 是 球面 , 但 是 , 我 们 仍 可 得 到 , 对 2 < k < 3, 


bo 


Tk(M) = 0. (8) 
考察 S x S 上 的 标准 度量 , CHE EN BAER Ss, 但 是 , € 
的 通用 覆盖 空间 是 R x S. 更 一 般 地 , 如 果 M 是 n 一 维 共 形 平坦 流 形 , AB 
么 , 按 迷 回 二 维 平面 的 标准 基 z = el + iez, w = es + ie, 展开 , 我 们 发 现 


2 
<RzAw),zhw >= n3 [Ra + Rəs + R33 + Rag 一 s], 


其 中 Ri; 表示 Ricci 张 量 . 所 以 , 紧 致 的 局 部 共 形 平坦 的 Riemann 流 形 , 如 
REN Ricci 张 量 的 最 小 的 4 个 特征 值 的 和 > s8, 那么 它 一 定 满足 (8). 
关于 这 个 方向 的 更 一 般 的 结果 , 请 见 [SY2]. 

主要 定理 在 下 列 意 义 下 是 最 佳 的 , 存在 各 种 不 同 拓扑 类 型 的 Riemann WÉ, 
它们 具有 全 迷 向 非 负 曲率 . 这 类 流 形 包 括 非 负 曲率 算 子 流 形 (例如 , MAZ 
型 对 称 空间 ) 或 者 它们 的 曲率 满足 非 严 格 逐 点 1 夹 的 条 件 . 对 奇数 维 流 


Ww 


- O8 - 
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É, 有 一 个 比 非 负 全 迷 向 截面 曲率 更 强 的 曲率 条 件 , 对 M 最 弱 的 曲率 条 件 
意味 着 M x 9 具有 非 负 全 迷 向 截面 曲率 : 只 要 平面 c 具有 一 组 基 {z,w} 
使 (z,z) = (z,w) = (w,w) = 0, 就 有 K(c) > 0. Micallef 和 Moore 得 到 
了 一 个 Synge 定理 的 二 维 形式 : 如 果 M 是 一 个 奇数 维 紧 臻 Riemann Vist, 
它 的 截面 曲率 满足 非 严 格 逐 点 3 一 夹 条 件 , 那么 ，ra(M) = 0 [MM, 85]. 
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Kahler RÆ 


w M 是 一 个 Kahler MÉ, 它 的 复 维 数 是 n, Riemann 曲率 张 量 是 R. i 
o 是 TM 中 的 一 个 平面 ( 实 二 维 线性 子 空间 )，X, Y 是 o 的 一 组 单位 正 交 基 . 
截面 曲率 K(o) = R(X,Y, X,Y) 是 定义 在 M 的 切 空间 中 的 平面 的 Grassman 
估 上 的 函数 . 一 个 平面 c REE OR) RAKE J 作用 下 不 变 , 就 称 为 全 纯 
的 ，J 一 不 变 平面 o 的 集合 是 M 上 的 全 纯 丛 , 它 的 纤维 是 n 一 1 维 的 复 射 影 空 
间 Pa- RHR K 在 这 个 复 射 影 从 上 的 限制 称 为 全 纯 截 面 曲率 , 并 将 记 成 H. 
MALZ, Hlo) 仅 定义 在 J PEW o E, 并 且 H(o) = K(o). 

在 T,(M) 中 给 定 两 个 .一 不 变 的 平面 o 和 oo’, 我 们 定义 全 纯 双 截面 曲率 
H(o,0') W 


H(o,0') = R(X, JX,Y, JY), 


其 中 X 是 o 中 的 单位 向 量 , 了 为 o' 中 的 单位 向 量 . 容易 验证 R(X, IXY, JY) 
仅 依 赖 于 o Ao’. 由 于 五 (o,o) = H(c), 全 纯 双 截面 曲率 比 全 纯 截面 曲率 具有 
更 多 的 信息 . 根据 Bianchi 恒等式 我 们 有 


R(X, X,Y, JY) = R(X, Y, X,Y) + R(X, JY, X, JY). 


` 100 ， 第 八 章 具 正 全 纯 双 截面 曲率 的 紧 致 Kihler 流 形 


右 端 是 两 个 截 曲率 的 和 (精确 到 常数 因子 ). 所 以 , 全 纯 双 截面 曲率 具有 比 截 面 曲 
率 更 少 的 信息 . 7 
Ricci 张 量 S 被 给 定 为 


S(X,Y) = > R(X, IX, X, JY), 
?一 工 
其 中 (Xi, , Xn, JX1,… , J Xn) HET, (M) 的 一 组 正 交 基 . 所 以 , 显然 当 全 纯 双 
截面 曲率 为 正 ( 负 ) 时 ，Ricci 张 量 也 就 为 正 ( 负 ) 的 . 

WR M 是 Kabler 流 形 N 的 子 流 形 , 那么 , 从 Gauss-Codazzi 方程 可 以 看 
出 M 的 全 纯 双 截 面 曲率 不 超过 N 的 全 纯 双 截面 曲率 . 

Frankel 在 [F] 中 曾 作 下 列 猜 想 : 

每 个 紧 Kahler HE, 如果 它 的 全 纯 截面 曲率 (或 更 一 般 地 ， 全 纯 双 截面 
曲率 ) 为 正 , 那么 它 全 纯 等 价 于 复 射影 空间 P;,. 二 维 情 形 被 Androetti-Frankel 
F 用 弧 长 的 第 二 变 分 公式 以 及 代数 曲面 的 分 类 所 证 明 . 三 维 的 情形 被 Mabuchi 
[Ma] 应 用 Kobayashi-Ochiai [KO] 的 结果 所 解决 . 应 用 调和 映照 以 及 Kobayashi- 
Ochiai [KO1] 关于 复 射影 空间 的 特征 , 萧 戎 堂 和 于 成 桐 [SiY] 对 任何 维 数 证 明了 
Frankel 猜想 . 根据 Kobayashi-Ochiai 的 结果 ，n 一 维 复 射影 空间 的 特征 是 它 的 第 
一 陈 类 等 于 a (F), 其 中 和 n+l, 是 复 射 影 空间 上 的 正 全 纯 线 从 ， 考 虑 
到 Bishop-Goldberg [BG] 的 结果 , 正 全 纯 双 截面 曲率 的 紧 臻 Kahler 流 形 的 第 二 
Betti 数 是 1, 为 证 明 Frankel 猜想 只 要 说 明 cl(M) 是 入 倍 的 H?(M, Z) 的 生成 
元 , 其 中 入 > 1 上 + dimM. 为 此 , 只 要 证 明 H(M, Z) 的 自由 部 分 的 生成 元 能 被 有 
理 曲 线 表示 , 这 是 因为 从 Grothendieck 的 结果 (在 前 面 一 章 我 们 也 用 过 这 结果 ) 
M 的 切 丛 限制 于 该 有 理 曲线 时 分 裂 为 有 理 曲 线 上 的 全 纯 线 丛 的 百 和 . 有 理 曲 线 
的 存在 性 用 下 列 方法 得 到 . 根据 Sacks-Uhlenbeck 的 结果 以 及 它 的 Meeks- 丘 成 
桐 的 改进 形式 [MY], 表示 ma(M) 的 生成 元 的 从 S$? 到 M 的 映照 能 量 的 下 确 界 
可 能 被 从 S2 到 M (1 < i < m) 的 稳定 调和 映照 fi 的 和 所 达到 . 在 [SiY] 论文 中 


的 复 解析 性 通常 用 能 量 函 数 的 Bochner 形 公 式 [SY1, To, Wo] 或 它 的 变种 [Si]. 
然而 , 萧 戎 党 和 丘成桐 运用 能 量 函 数 的 第 二 变 分 公式 . 这 个 公式 中 ，2 参数 变 分 
用 来 摸 拟 全 纯 形 变 的 情形 . 在 这 关键 步骤 以 后 ，M 上 有 理 曲 线 的 全 纯 形变 用 来 
说 明 m = 1. 我 们 用 反 证 法 . WR m > 1, 可 以 将 某 全 纯 曲 线 | 以 及 某 反 全 纯 
曲线 f; 的 像 作 全 纯 形变 , 使 它们 在 某 点 相 切 . 分 别 在 f; 和 f; 中 去 掉 该 切 点 为 中 
心 的 圆 盘 , 并 用 适当 的 曲面 将 两 个 圆 盘 的 边界 粘 合 起 来 , 这 样 我 们 得 到 从 S 到 
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M 的 一 个 映照 , 它 具 有 比 极 小 能 量 更 小 的 能 量 . 因此 , 只 能 m = 1 并 且 A HR 
是 一 条 有 理 曲 线 , 它 表示 H(M, Z) 的 自由 部 分 的 生成 元 . 

Frankel 猜想 的 代数 中 相应 的 问题 是 Hartshorne 的 猜想 : 定义 在 特征 > 0 的 
代数 财 域 上 具 丰 富 切 丛 的 非 奇异 不 可 约 n 一 维 射 影 簇 等 价 于 射影 空间 ， 这 个 猪 
想 被 Mori [Mr] 所 证 明 , € H, Frankel 猜想 更 强 . 


81. 能 量 , 0 一 能 量 , 以 及 9 一 能 量 
假定 M 和 NN 都 是 紧 致 Kihler 流 形 , 它们 的 Kahler 度量 分 别 为 
dsm = 2Reh,gdz*dz° 和 dsy = 2 Regzdw'dū, 
其 中 用 了 和 式 约 定 . f 的 5- 能 量 密度 定义 为 
Of? = g” fe fehos, 
以 及 f 的 9- 能 量 密度 定义 为 
af = g” fe peng, 


其 中 fe = $0 以 及 fe = 90. 所 以 ， 了 的 能 量 密度 elf), 定义 为 J*(ds2) 关 
于 dst, 的 迹 , 等 于 |90f|?2 + laf. ME, 假定 dimcN =1. M 的 Kihler 形式 在 
映照 f 下 的 拉 回 是 
a, FÊ Of~ OFF afr afe 
V-1h zdf Adf = Viha (Do — S dw A dU. 
所 以 ， 
2 _ p12 _ Th eo A TF 

J re- f r= f Vath gare n dF’, 
它 等 于 M 的 Kahler 类 w(M) 在 由 映照 f : N 一 M 定义 的 同调 类 [f(N)] 上 的 
取 值 ( 见 §3.1). 从 而 得 到 


hr =3 f e- j (M)LF(N)) 
J tP = 5 f ef) + oO FN) 


因此 ，N 到 M 的 能 量 极 小 映照 恰恰 和 -EERE 这 个 事实 首先 被 
Lichnerowicz [Li] 所 看 到 . 
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§2. 第 二 变 分 公式 


假定 dimcN > 1. 设 f(t): N 一 M, t EC, |t| < e, ECRIRE, 以 C 中 的 
开 圆 盘 为 参数 . 为 了 在 N 的 某 点 P 计算 lds, 我 们 选取 在 P A Q = f(P) 
相应 的 局 部 全 纯 坐 标 系 , 使 在 P 点 


FFA, EQ R 
dhg=0, ôðyðsh 5 = 0. 
直接 计算 得 到 
2 1 1 p 
alot = Red” (gaf)? JF hag to (52 (2) haz 
=. o H Afv V 
+(e (2 7) hag +I” SET O, Ozh 5) or L 


ofr of” 
Ot Ot 


+g” fe fs (Ou shz) -Ar 


考虑 N 上 的 回 量 场 &, 它 定 义 为 


¿i — g” (=< 7°) 78 7 haz 

1 a OF" Of7\=, 

= of (Spee lyor ðt Ot aT) j ap? 
其 中 2 表示 关于 M 上 的 切 从 联络 的 共 变 微分 , MMT 是 M 上 的 克 氏 记号 
E E P 的 散 度 是 
i ij O° a \ FÊ t O° a £8 
Vis = 9 (aat ) 万 huz +9 (saa) 5 a 

—v—p O f¥ ofe 


+g” (Oudrh, DSi liar oE 


现在 , 假定 f E t=0 调和. 那么 , HEP A, Ht =0, 


g” afiho =Q. 
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从 而 , Æ t = 0, 
sa | ofl” = hoa Na sah (a a 


了 一 一 OH are 
一 9 tj 
a zez OF OE 


其 中 RipaB 一 OnOphos — hY OheayOvh gg JE M 上 的 曲率 张 量 . 


83. 能 量 极 小 映照 的 复 解 析 性 


假定 M 是 紧 臻 Kahler 流 形 , 具有 正 全 纯 双 截面 曲率 . 设 fp: Pi 一 M 是 能 
量 极 小 映照 . 


命题 1 如 果 所 cl(M) 在 Pi 取 值 是 非 负 的 ( 非 正 的 ), BA, fo 是 全 纯 的 ( 反 
全 纯 的 ). 


证 明 我 们 这 里 只 证 明 全 纯 的 情形 , 另 一 种 情形 是 类 似 的 . 

设 Tu 是 M 的 全 纯 切 从 ，w 是 P 的 局 部 坐标 , 且 设 和 是 局 Twz 的 局 部 
截面 关于 Ty 的 联络 沿 反 全 纯 方向 的 共 变 微分 . KF E Tu 的 局 部 截面 s 
WFE, As = 0. PA, FP, 上 的 解析 层 . 利用 Cauchy 核 以 及 Korn- 
Lichtenstein 的 标准 的 经 典 送 代 过 程 我 们 可 以 说 明 在 了 的 任 一 点 P, 存在 P 
扩 的 局 部 截面 s1,… , sm, 使 向 s = 0, 1 < i < m, 并 且 ，s1(P),… ,sm(P) 构 
成 P 的 纤维 Tu 的 一 组 基 , 这 里 m = dimcM. MU, F 是 局 部 自由 的 , 并 且 
5 下 相关 联 的 全 纯 向 量 从 拓扑 同 构 于 所 Tv 

现在 , 我 们 能 将 Tu AMP, 上 的 全 纯 向 量 从 (将 它 等 价 于 联系 于 F 
的 全 纯 同 量 从 )， 再 根据 Grothendick 的 定理 [Gr], féTu 是 Pi 上 全 纯 线 从 
Li,- ,Lm NEA. 由 于 Tu 的 第 一 陈 类 在 Pi 取 值 是 非 负 的 ， 从而， 对 某 
i, ci (Li) Æ Pi 的 取 值 是 非 负 的 . 由 于 Riemann-Roch 定理 ， 人 L; 的 
(从 而 请 Tw 的 ) 在 P 上 一 个 非 平凡 的 整体 全 纯 截面 s = 并 sc 2 . 构造 一 个 
光滑 映照 族 f(t): Pi 一 MtecC, |t| <e, 使 得 f(0) = fo, HAF t=0, 


O pays) — O ergy — 
af *(t) =0 并 且 Ht (t) = 
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由 于 s 是 ATu 的 全 纯 截 面 , 从 而 在 上 = 0 


DO a DAI _ VD ao 
HOD əv ot ow” 
进而 ,在 上 = 0, 
D ð 


D ð D af _, 
Aw) ~ 6TH 
从 前 面 一 节 推 导 得 到 的 第 二 变 分 公式 , 在 t = 


2 = Of, _afvafy 
i ofl" = Ow ƏT 


R vas A o (/—l1dw A dw). 
量 极 小 的 , 在 上 = 0 我们 有 


(1) 
AAT fo th 


0 = 210 
waif, PA" > 
由 于 M 的 全 纯 双 截面 曲率 是 正 的 , 即 对 (€+), (ne) e C™ \0 


R oag" non? <0, 
SEF, 从 (1) 得 到 , 对 所 有 a, Æ PL \ Z 上 
afg 
其 中 Z 是 s 的 零点 集 , 它 是 Pi 上 的 有 限 集 . 所 以 fo 是 全 纯 的 
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i M ÆA Riemann 流 形 . 对 每 个 C1 R f: S2 一 M 我 们 令 EIFI) 
为 同 伦 于 f 的 映照 的 能 量 和 的 下 确 界 . 应 用 [SaU] 和 [MY] 的 方法 可 证 明 下 列 
命题 . 


RQ 对 每 个 CI 映照 上 :32 一 M 存在 能 量 极 小 映照 fi: S —M,1< 
i < m, 使 fi 的 和 同 伦 于 f HH E((f]) = Efi). 
WEAR 根据 定理 6.3.3, 任何 从 3S2 到 M 的 非常 值 映照 或 同 伦 于 非 平 几 的 
Cl 映照 具有 人 能量 >c, 其 中 c 是 某 固定 的 正常 数 . S k 是 极 小 非 负 整数 , 满足 


kc 
E(f) < F 


i a a a aes 
NREC 
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我 们 用 关于 的 归纳 法 来 证 明 命 题 . 结论 对 k = 0 成 立 . RIE k= n 成立 
的 假定 下 来 证 明 k = n+1 成 立 ， 根 据 定理 6.2.2 和 命题 6.2.3, 对 a > 1 R 
们 能 找到 光滑 映照 fa: 382 M, 它 在 同 伦 于 f 的 所 有 C1 映照 空间 中 使 泛 函 
Pu(9g) = foz(1 + |dg|?)* 极 小 . 8 ra 是 S2 中 的 一 点 , 满足 


Afal? (za) = max |dfal? 


如 果 maxsz |dfa|? KF a 一 致 有 界 , 那么 , 根据 引 理 6.4.5, fa 收 伍 于 能 量 极 小 
映照 , 结论 也 就 被 证 明了 ， 如 果 maxes dfa? 关于 a AF, ABA, 由 定理 6.4.6, 
映照 fal Da 收敛 于 JD, HP 9:5? 一 M 是 调和 上 映照，D。 是 以 ra 为 中 心 的 
圆 盘 ， 是 通过 Ss? 上 的 适当 的 共 形 映照 等 价 于 Da. 我 们 可 以 假定 falð Da Æ 
任意 小 的 长 度 . 

如 同 [MY] 中 所 示 , 我 们 可 以 构造 一 个 映照 fl: 9? -、M 如 下 , 它 使 得 
E( fy) 是 任意 接近 于 E(fa)-— Elg), 并 且 f PEF fi 与 9 的 和 . BE D, 和 
D, 使 得 f。|D。 光滑 地 收敛 于 JD (将 Da M D 建立 某 种 等 价 性 ), 并 且 ，5 在 
D 上 的 能 量 近 似 于 D 的 能 量 . 用 下 列 方式 将 falS2\ Da 延 拓 到 S? 来 定义 52 
到 M 的 映照 fo. 由 于 f418D。 接近 于 3D, 我 们 可 用 短 测 地 线 连 接 f,(8D,，) 
和 g(OD) 并 得 到 从 一 个 圆 环 到 M 的 映照 ho, 它 的 像 的 面积 很 小 . 这 样 , 将 映照 
falS? \ Da, ha, 以 及 引 S2 \ D 合 在 一 起 得 到 S2 到 M 的 映照 f. 

借助 于 逼近 , 我 们 不 妨 假设 所 是 从 82 到 M KERRE HH, F, 像 的 
面积 接近 于 映照 fals? \ Da, ha, 以 及 glS?2\ D 像 的 面积 之 和 . 选取 S? HE 
当 的 微分 同 胚 o, 使 fi = frog 是 共 形 的 . 由 于 从 实 曲面 到 Riemann 流 形 映 
照 的 像 的 面积 和 它 的 能 量 是 一 样 的 , 只 要 它 是 共 形 映照 . 因为 5 是 共 形 的 并 且 
E(g|S* \ D) 很 小 , 映射 让 52\ D 像 的 面积 也 就 很 小 .又 考虑 到 ho 像 的 面积 也 
很 小 , 这 意味 着 ESL) 是 接近 于 Elfa) — EG). 

由 于 5 是 调和 的 ，E(9) > c 并 且 当 a 接近 于 1 时 Elf) < 2°. 根据 归纳 法 
假设 , 对 a 充分 接近 于 1, 我 们 能 找到 能 量 极 小 映照 fi: 8S2 一 M, 1 <i<m-1, 
使 得 fi(1 < i < m 一 1) 的 和 同 伦 于 及 并 且 E([f2]) = DE Ei). & fm = 35, 
那么 


B((f]) = lim E(fa) = lim E(f}) + B(G) 


E([fà]) + EC) = 2 BU) 


一 工 
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另 一 方面 , 从 Elf) 的 定义 , 显然 ElI < EZ, Ei). Milt Ell) = 
> 二; 五 (万 ). 这 就 得 到 fm 是 能 量 极 小 的 . 


85. Frankel 猜想 的 证 明 


我 们 先 叙述 下 列 关 于 有 理 曲 线 全 纯 形 变 的 命题 . 它 的 证 明 可 参看 文献 [SiY， 
§5]. 

命题 3 设 M 是 紧 致 复 流 形 , CHA Tu ZEW. 设 O 是 M 中 的 有 理 
曲线 ， :了 -Co 是 它 的 正规 化 . 那么 , 存在 具有 下 列 性 质 的 P(Tm) 的 逆 紧 子 
KZ. 如 果 ye MM HHEEC(Ty)y\0 ELT P(Ty)\Z 的 一 个 元 素 , 那么, 存 
在 一 个 同 伦 于 f 的 全 纯 映照 f/' :PP 一 M (将 f 看 成 Pi 到 AM 的 映照 ), 使 得 
是 f'(Pi) 的 正则 点 并 且 fP) By 的 切 向 量 为 & HARE. 


假定 M 是 具有 正 全 纯 双 截面 曲率 的 m 一 维 紧 致 Kihler MÉ. AA M W 
Ricci 曲率 是 正 的 , 根据 Bonnet-Meyers 定理 M WAME mM. HTF 
?mn 没有 无 不 动 点 的 自 同 构 , 借助 于 用 M 的 通用 覆盖 代替 M, 我们 不 妨 假设 M 
是 单 连通 的 . 从 而 x2(MM) 同 构 于 Ho(M,2). : 

由 于 M 的 全 纯 双 截面 曲率 是 正 的 , 根据 Bishop-Goldberg [BG] 的 结果 M 
的 第 二 Betti 数 是 1. 从 万 有 系数 定理 得 到 H?(M, Z) S Z. FE M 上 的 正 全 纯 
线 从 F, 它 的 第 一 陈 类 ci1(F)  H?(M,Z) 的 一 个 生成 元 . 设 g 是 Ho(M,Z) 的 
自由 部 分 的 生成 元 , 使 cj (F) 在 g 的 值 是 1. 设 f : Pi 一 M 是 光滑 映照 , 使 得 
BX 上 所 定义 的 ro(MM) 的 元 素 对 应 于 g, 此 对 应 即 x2(M) 和 Ho(M, Z) 间 的 同 构 . 

根据 命题 2, 存在 能 量 极 小 映照 :Pi 一 M,0<i<k, fi O<i<k 
的 和 同 伦 于 f 并 且 EM = OL, Efi). 根据 命题 1, 每 个 fi 或 者 是 全 纯 的 或 
者 是 反 全 纯 的 . 所 以 , 每 个 iP) BAA. 由 于 (Tu) 是 alf) 的 正 整 数 
倍 而 a(F) 在 9 的 取 值 为 1, 从 而 , 至 少 有 一 个 fi 是 全 纯 的 . WR k > 0, AA, 
至 少 有 一 个 f; 是 反 全 纯 的 . 我 们 , 现在 分 两 种 情形 讨论 . 


情形 I: k=O. 


it E Æ fo 的 微分 dfo 的 除 子 并 且 设 [FE] 是 P 上 与 ERKA. 那 
A, BM Ty 8 [E] Æ Tum 的 子 从 , 并 且 商 从 (让 Tox)/Twv @ [E]) 分 裂 为 线 从 
Q2,… Qm WEM. 每 个 Qi (2 <i <m) 是 一 个 正 线 从 . 从 而 ， 


ci(feTu) = cı (Tum) + er([E]) + > ca(@i) 


1 一 2 
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这 束 得 到 ci(Tu) 在 9 的 取 值 > n +1， 也 就 是 说 , 对 某 整 数 入 > n 1, 有 
ci1(TM) = Aci(F). 应 用 Kobayashi-Ochiai 的 一 个 结果 [KO], M 双全 纯 同 构 于 
Pm. 


情形 I: 天 > 0. 


不 关 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 fo 是 全 纯 的 而 fi 是 反 全 纯 的 . 对 M 上 的 有 理 
曲线 户 (Pi), 从 命题 3 我 们 得 到 一 个 P(Tw) 的 逆 紧 子 族 Z. 取 一 点 ve MAM 
在 y 点 的 非 零 切 向 量 E, 使 得 由 y 和 定义 的 P (Ty) 中 的 点 不 属于 ZUZ. BR 
RR fo (以 及 fi) 同 伦 于 Pi 到 M 的 全 纯 映照 用 (相应 地 同 伦 于 反 全 纯 映 照 f), 
使 得 y 是 月 (P1) (相应 地 是 有 (Pi)) 的 正则 点 , 且 它 在 y 的 切 向 量 和 € 成 比例 . 
对 v=0, 1, E(f.) M E(f) 都 等 于 M 的 Kahler 类 在 [f,(P1)| 的 绝对 值 , 借助 
于 用 Of) 代替 fl, 我 们 不 妨 假设 fo = fi. 

以 y 为 原点 取 y 附近 的 局 部 坐标 系 21,--- , zn, 使 得 上 = L. RP, 的 局 部 
坐标 系 C, 使 得 fo lu) 和 AT u) 都 对 应 于 c=0 并 且 Ff, ve = 0, 1) 4 TEC =0 BH 
近 具 有 形式 

21 =Ç, Zu = ful) (2 < u < m) 


XÍ ô > 0, HAs 是 C 中 以 0 为 中 心 5 为 半 和 SASL. 对 6 充分 小 , 我 们 在 
foli) 中 除去 f(As) (v = 1,2) 并 以 被 下 式 定义 的 曲面 Sy 所 替代 


z= de", zu =tfo(de) + (1 — t) fi (de), 
其 中 0<0<27 并 且 0<t<1. 曲面 
Ss N ( (| AP \ As)) 


v=1,2 
按 显然 的 方式 是 可 定向 的 , 是 从 S2 到 M 的 映照 F 的 像 , 这 个 映照 同 伦 于 fo 5 
fi Al. 进而 ， Xf ô 充分 小 ， 这 个 曲面 的 面积 严格 小 于 fo(Pi) 和 fi(Pi) 的 组 合 面 
积 . 将 f 光滑 化 并 将 它 和 S52 上 的 适当 的 微分 同 胚 相 复合 , 我 们 可 以 得 到 一 个 共 
形 映照 f, 满足 E( 有 < Elfo) + El) 映照 f S5 fo, fe 的 和 同 伦 于 f, 并 且 


k k 
E(f) +X Elfi) < >》 E(fi) = E((f]), 
i=2 i=0 


这 就 得 到 矛盾 . 所以, & = 0 并 且 M 双全 纯 同 构 于 下 ， 
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第 九 章 ”调和 映照 问题 的 分 析 观 点 和 方 
法 


在 这 一 章 我 们 研究 调和 映照 的 基本 存在 性 , 唯一 性 和 正则 性 .我 们 给 出 关 
于 非 正 曲 率 流 形 映照 的 同 伦 形变 的 Eells-Sampson 定理 的 证 明 , 同时 也 给 出 同 伦 
Dirichlet 问题 的 Hamilton 定理 的 证 明 . 这 一 章 是 R. Schoen 相同 题目 的 论文 
[Sc] 的 扩充 和 更 新 . 


81. 基本 问题 的 程式 


给 定 Riemann 流 形 (M",g), (N*,h) 和 Cl 映照 u: M >N, u 的 能 量 密 
度 为 
ðu! Oui 
T *h) = X } ag 2 
e(u ) 一 rao( U g” (x)h 2) (u(x) ae OB 


œ, bB, i,j 
其 中 ze, wi, 1 < a < n, 1<i<k 是 局 部 坐标 . 能 量 泛 函 Elu) 为 
E(u) =| e(u)du, 
M 


其 中 dv = (detg)3 dz 是 体积 元 . M E 的 定义 显而易见 , 使 E ARAIRE u 的 


. 116 ， 第 九 章 调和 了 映照 问题 的 分 析 观 点 和 方法 


目 然 类 是 有 界 的 , 并 在 L 有 一 阶 导数 . 称 这 样 映照 类 为 D, 也 就 是 
D = L” (M, N) ( \Li(M,N). 


首先 注意 到 没有 那 类 空 s 间 的 显然 定义 ; 因为 elu) 的 表达 式 依 赖 于 M 中 的 一 个 
开 集 的 映像 包含 在 N 的 一 个 坐标 图 中 的 事实 . 我 们 不 能 保证 这 一 点 , 由 于 不 能 
预先 期 待 D 中 的 映照 是 连续 的 . 克服 这 个 困难 的 最 简单 方法 是 将 N 作为 子 流 
形 能 入 到 欧 氏 空间 RE PR. 为 方便 起 见 , 我 们 假定 N 是 等 距 航 入 , 虽然 也 有 
光滑 能 入 . ME, 我 们 将 L (M,N) 确定 为 LX(M,R*) 中 的 其 像 几 乎 处 处 落 在 
N 中 的 那些 映照 全 体 , 类 似 地 , 732(M, N) 是 LM, RE) 中 的 其 像 几 乎 处 处 落 在 
N 中 的 那些 映照 全 体 . 注意 到 , N 是 由 形 如 


P(u) = (更 1 (wu) pty Bkx_xk(u)) = 0 


方程 组 所 定义 , 其 中 © 的 Jacobi 矩阵 的 秩 在 B(w) = 0 的 每 一 点 4 是 KK 一 k. 因 
此 , 空间 D 被 下 式 给 出 


D = L®(M, R”) ( | L?(M, R*®) ( Yu :对 几乎 处 处 > 满足 理 (w(z)) = 0}. 
在 这 样 的 程式 下 ， LAIR Dirichlet #24} 


-5f [Vut]? dv. 
?一 工 


从 而 调和 映照 问题 是 寻找 关于 限制 @(w = 0 下 的 E 的 临界 点 . 在 坐标 形式 下 
的 Euler-Lagrange 方程 是 

Amu’ + gi, (ula ) Se 2 = 0, i=1....,k, (1.1) 
其 中 Ti 是 N 上 的 Levi-Civita 联络 的 克 氏 记号 , 即 N 上 的 hy 和 它 的 一 阶 寻 
数 的 非 线性 组 合 . 具 限 制 的 Euler-Lagrange 方程 显然 是 (Au)? = 0, HH ()? K 
示 一 个 向 量 到 N 在 w(x) 点 的 切 空间 的 投影 . 由 于 Au 的 法 回 分 量 能 表示 为 N 
的 第 二 基本 形式 , 方程 变 成 

ðu Ou ) 


Amu’ = gP Aita) (So ark ) 
其 中 A(X, Y) € (TN) Æ N 的 第 二 基本 形式 , 它 定 义 为 A(X,Y) = (DxY)+， 
其 中 D 表示 RE 中 的 方向 导数 ，X,Y 被 任意 延 拓 为 在 ve N 某 邻 域 中 的 N 


的 切 向 量 场 . (1.2) E (1.1) 更 方便 在 于 (1.2) 对 D 中 的 一 个 映照 在 弱 形 式 时 仍 
有 意义 . 


i=1,...,K, (1.2) 
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定义 一 个 映照 ve 了 D 如 果 满 足 (1.2) 的 弱 形 式 , MER ( 弱 ) 调和 的 ; 即 对 
任意 IE CS°(M,R*) 我 们 有 


Ou Ou 
a. 2 ant 2 — 
J 2 Vi Vu +g% n (x) Aue) (= ,FB )av 0. (1.3) 


更 一 般 地 , WA ED 中 的 临界 点 的 问题 .但 是 , 注意 到 由 于 了 只 是 定 
义 为 Hilbert 空间 L (M, RE) 的 子 集 , 没有 临界 点 的 明确 意义 . 我 们 给 出 基于 实 
际 鼎 用 的 定义 .有 两 种 对 映照 u 常用 的 变 分 . 第 一 类 变 分 由 函数 7 e C>(M, RR) 
所 定义 . 给 定 这 样 一 个 7 我 们 可 考虑 映照 二 十 切 . 一 般 地 , IER ut tn 将 不 
在 D 中 , 由 于 它 不 一 定 满足 限制 条 件 O(u) = 0. WRN 至 少 是 Cl 子 流 形 , 我 
们 能 用 u +t) 到 N 投影 来 纠正 这 个 不 足 ， 具体 而 言 , 设 I: O 一 N 是 定义 
E N 的 一 个 小 邻 域 O 上 的 最 近 点 的 投影 , 并且 观察 到 由 于 u 具有 有 界 的 像 ， 
对 充分 小 的 t 和 几乎 处 处 的 z e M, 有 u(x) + tn(x) < O. WMA, 我们 能 得 到 
ut =I o (w 十 tm) 并 且 不 难看 到 曲线 t 一 wi 是 L2(M,RK) 中 的 C1 曲线 , 因而 
能 要 求 对 每 个 n e CY (MM, RX) 


显而易见 ( 见 [SU1]), u 是 调和 的 充 要 条 件 是 v 是 那些 变 分 的 临界 点 . 还 有 第 二 种 
变 分 可 考虑 . 这 是 始 流 形 M 的 参数 的 变 分 ; AERO F, : MM, 
它们 在 M 的 一 个 紧 集 外 是 恒 等 变 换 , 并 且 F = id, 我 们 令 u= uo F,, 要 求 对 
每 一 族 Fy, 


d 
age but) ,0 =Q. 


我 们 下 面 会 看 到 函数 t > Elu) 是 t 的 光滑 函数 , 因此 导数 存在 . 一 般 而 言 , 曲 
2% t -> u 并 不 是 L2(M,R*) 中 的 可 微 曲 线 . 


定义 ”一 个 映照 uw€E D 如 果 是 关于 上 述 两 种 变 分 的 临界 点 , 就 是 E 的 驻 点 . 


正如 我 们 已 经 指出 的 , 驻 点 是 调和 的 , 反之 则 不 然 ( 如 参见 [BCL]). C2 调和 
映照 是 驻 点 , 这 是 清楚 的 ; FXE, 我 们 下 面 将 看 到 Co 调和 映照 是 驻 点 . 能量 
极 小 映照 是 驻 点 也 是 清楚 的 . 

我 们 现在 来 推导 一 组 驻 点 的 方程 ， 首先, 我 们 将 M 上 的 度量 9 看 成 独立 
变量 , 而 记 E(u,g) 为 映照 u 关于 度量 9 的 能 量 . 现 设 X 是 M 上 具 紧 致 支 
集 的 光滑 向量 场 , 且 设 F, 表示 由 X 所 确定 的 单 参数 微分 同 胚 群 . 由 于 F, 是 
从 (M,9) 到 (AM Fig) 的 一 个 等 距 , 我 们 有 E(u o Fi, g) = E(u, Feng). 这 说 明 
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E(u) Æ t PERR, 我 们 用 T = tagdzdx® 表示 从 N 上 度量 的 拉 回 ; 也 就 
FE Tas 一 ou ' os . 我 们 就 有 


E(u, g) = 人 gc6TuavVdet(gjdz， 


并 且 , 我 们 可 在 t= 0 计算 EMO HAA 的 驻 点 性 质 , 对 每 个 光滑 紧 致 支 集 
的 回 量 场 , 得 到 | 

/er Lxg- z Trg(Lx9)dv = 0, 
其 中 Cyg 表示 g 关于 X 的 李 导 数 . 这 又 可 改 记 成 


J (T, Lxg)dv 一 0， 
M 


其 中 ==7 一 二 Tre(7), 这 是 偏 微分 方程 9° Tag =0 的 弱 形 式 . 下 列 引 理 实质 
上 是 一 个 经 典 的 结果 , 从 M 的 维 数 是 2 的 时 候 得 到 . 

引 理 1.1 Be n=dimM=2,7# HucdD & E WR. 那么 Hopf 微 
分 


(= Ou 2 
(2) = (G I-E ai (FE) (5) dz 
全 纯 的 从 而 是 光滑 的 , 这 里 z=act+iyXe M 上 的 复 坐 标 . 


证 明 如 果 ww 是 C2, 这 个 结果 已 在 [CG] 中 被 推导 . 由 于 结果 是 局 部 的 , 我 
们 可 假定 u 的 出 发 流 形 是 C 中 的 圆 盘 D, 又 由 于 能 量 是 共 形 不 变 的 , 我 们 可 假定 
D 具有 欧 氏 度量 . 对 任何 在 D 中 具 紧 支 集 的 Ce 函数 nla, y), KX =n, 观察 
到 Lxg = 2ngrdx? 十 nydxdy. 土 述 方程 化 为 fp{(n11 一 Te2)7z + 2712, dzady = 0. 
类 似 地 , 我 们 可 取 X = C(az, v) Se 并 得 到 方程 [{(711 — T22) Cy — 2712C2 }dady = 0. 
这 是 L! 函数 8(z) = T1 一 T2 — 2in2 的 Cauchy-Riemann 方程 , 而 根据 Weyl 引 
理 ，db(z) 是 z 的 光滑 全 纯 函 数 . 这 就 完成 了 引 理 1.1 的 证 明 . 


当 维 数 大 于 2 时 , 驻 点 映照 具有 下 列 单 调 不 等 式 . 对 一 般 的 驻 点 映照 , 这 公 
式 在 P] 中 导出 . 对 极 小 能 量 映照 , 这 公式 曾 在 [SU1] 中 用 于 正则 性 理论 中 . 


引 理 1.2 Meu ÆR 中 的 一 个 区 域 Q 到 流 形 N 中 的 驻 点 映照 . 那么 
对 0<o<p<dist(zo,00), 我 们 有 


pam | e(u)dx 一 on f e(u)dx 
B, (xo) Bo (Zo) 


ð 
= 2 | lz — rol?” 
Bp(z0)\Bo (xo) 


u12 
一 一 | d 
| T 


ee OEE OOD WOOO DOE II II OD IER ND IIE TO Note se mea ees 
eo ee eee 
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HP r= |x — aol. 
证 明 为 推导 单调 不 等 式 , 我 们 不 妨 假设 zo = 0, 并 选取 向 量 场 X = C(x) 2° 2.， 
其 中 C(z) 是 B(0) 中 具 紧 致 支 集 的 光滑 函数 . 那么 我 们 有 
(Cx9 — STry(Lx9))ag = (2 — ndap + a2 + Cat -Cranriap 
如 果 取 为 + = |z| 的 函数 , 那么 驻 点 性 给 出 
(m2) /yupaz = f ral — [Vuar 
S C 趋向 于 Bo(0) 的 特征 函数 , 我 们 得 到 


(n 一 2) | \Vul*da — | [Vul’dv = -2/ OU aay, 
Bo 3B; OBs Or 
将 此 改写 成 


d 2—n — 2_m OU 2 
ig (0? "B(Bo(0)) =2 | r E Pd, 


OB, 
上 式 积 分 后 就 导致 引 理 1.2 的 结论 . 


在 结束 本 节 引 论 之 前 , 我 们 叙述 基本 的 存在 性 问题 , 这 将 在 本 章 加 以 研究 . 
(1) 同 伦 问 题 假定 M 紧 致 无 边 . 给 定 p: M 一 N, 寻找 同 伦 于 o 的 调和 


(2) Dirichlet 问题 假定 M 是 紧 致 的 且 有 光滑 的 边界 9M. BÆ ¢:M 一 
N, 寻找 调和 映照 u 并 在 边界 9M WE u= o. 

(3) 同 伦 Dirichlet 问题 ”假定 M 是 紧 致 的 且 有 光滑 的 边界 OM. 给 定 
9 : M >N, 寻找 调和 映照 u, 它 在 边界 OM 满足 u = 6 并 且 同 伦 于 o (关于 
OM) (MFE u, 0<t<1, ÍË uo =9, u =u, FE OM 上 满足 u = ġ). 
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在 上 一 市, 我 们 引进 了 一 类 能 量 有 限 的 映照 ; 它们 的 一 阶 导数 在 L? 中 并 且 
FEA STAY. 我 们 称 这 个 映照 类 为 D, 也 就 定义 了 D = L©(M,N)NL?(M,N). 在 
M 和 N 都 是 紧 的 情形 , 我 们 有 D = LM, N). 让 我 们 假定 M 和 N 都 是 紧 的 . 
注意 到 Hilbert 空间 L?(M, RE) 的 内 积 是 


(f,9)1 = f VEE) gla) + (df (x), dg(z))]dvm, 
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模 是 
fh = (1, 71)?, 
其 中 (df(x),dg(x)) 表示 在 Hom(M,,R*) 中 的 自然 内 积 . 
一 个 L?(M,R*) 中 序列 {fi} 称 为 弱 收 敛 于 je L2(M,R*) ,如 果 对 任何 
g E€ L?(M,R*), RITA 
lim (fi, 9)1 = (f,9)1- 


注意 到 C% (M,N) 在 L2(M,N) 不 是 稠密 的 , 即 C% (M,N) 4 L?(M,N) c 
L?(M,R*) (SU) 中 举 了 个 例子 )， 并 且 ，Cece(M, N) 不 一 定 是 弱 闭 的 ， 所 以 ， 
解 调 和 映照 问题 限于 光滑 (或 连续 ) 映 照 的 L? 极限 是 不 够 的 . 关于 用 光滑 映照 在 
L?(M, N) 中 逼近 的 更 详细 的 结果 请 见 [B1]. 

我 们 现在 叙述 紧 致 性 和 下 半 连 续 性 的 著名 结果 , 它们 的 证 明 可 在 [M3 
1.8.1, 3.4.4] 中 找到 . 


引 理 2.1 设 {fi} 是 L(M, RE) 中 的 序列 ， 且 对 任何 i 和 正常 数 K, W 
足 Ifi SK. 那么 ，f; 有 子 序列 {fj} 在 到 (了 <) 中 几乎 处 处 弱 收 敛 , 且 在 
L?(M,R*) 中 强 收敛 于 fe LM, RE). 进而 , RANA 


E(f) < lim E(fj). 


附注 2.2 由 这 个 引 理 我 们 看 到 LM, N) 的 有 界 集 是 弱 紧 的 . 事实 上 , 如 
Ru c L2(M,R*) 是 {u} N55, 且 满 足 ul < K, 那么 , 几乎 处 处 逐 点 收 
SHE Ta RG ve L?(M,N). 


附注 2.3 24 M 是 一 维 流 形 时 ，722(M, N) 是 无 限 维 Hilbert 流 形 . 但 是 如 
果 dimM > 2, 由 于 不 能 在 一 个 Hilbert 空间 中 局 部 将 LM, N) 参数 化 , 而 结论 
不 再 成 立 . 让 我 们 指出 , 如 果 pk >n, LP(M™,R*) 可 能 人 到 CCM, RS) 中 , 并 
且 可 以 说 明 L?(M",R*) 是 一 个 Banach 流 形 . 注意 到 2 维 问题 是 这 个 讨论 的 
临界 情况 . 

假定 M 是 紧 致 的 旦 有 光滑 的 边界 , 而 N 是 紧 致 无 边 的 . 给 定 ¢ € L2(M, NN)， 
Dirichlet 问题 是 寻找 一 个 调和 映照 ve L2(M,NN) 并 满足 u- o € L?0(M, RK)， 
其 中 L3 0(M, RX) = C>(M,RK) C L2(M,R*). 现在 我 们 说 明 Dirichlet 问题 总 
是 有 解 的 , 即 能 找到 一 个 具有 给 定 边界 条 件 的 能 量 极 小 映照 ， 这 个 结果 不 要 求 
N 的 任何 光滑 性 , RER N 是 RK 的 一 个 紧 致 子 集 . 
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命题 2.4 设 MC RK 是 紧 集 , 并 给 定 oe rM, N). 定义 Du = {vE 
L?(M, N) : 1 一 D € L? o(M,R*)} 并 设 Eo 一 inf{ E(v) : VE Dg}. ARA, 存在 一 
个 映照 ue Dy 满足 E(u) = Ep. 


证 明 选取 Ds 中 的 极 小 化 序列 {wi}, B u; € Dy H E(wi) > Eo. 根据 
L?(M,N) 中 有 界 集 的 弱 紧 性 , 存在 一 个 子 序 列 {uy} SCT u € L?(M,N). 
注意 到 L? (M, RE) 是 L7(M,R*) 的 闭 线性 子 空间 , CÆSAR. HF uy —¢ eE 
L? (M, RE), 从 而 wu 一 9 € L? (M,R). 所 以 we Dy. 根据 能 量 的 下 半 连 续 
性 

E(u) < limE(u;) = Eo. 


”这 样 , u 是 能 量 极 小 映照 而 完成 了 证 明 . 


例 1 4 ¢e€C°(OM) 为 实 值 也 数 时 , 就 是 经 典 的 Dirichlet 问题 . 存在 唯一 
的 调和 函数 : M — R, 使 在 OM 上 w=5. 

例 2 设 Re > RH ERY ill 2") = (z1,.… ,zm,0)， 考 虑 下 列 
Dirichlet 问题 : 寻找 调和 映照 u: B” 一 S” c Rt, ff ulaBn 一 ?5Bn， EE u 
将 B" 的 边界 映 到 Se 的 赤道 . 我 们 只 求解 球 对 称 的 水 


设 (r,0) 是 B” 上 的 极 坐 标 且 (0,6) 是 S” 上 的 测 地 坐标 , 使 p 是 从 5S” 的 
北极 出 发 的 距离 而  e S"™-1. 关于 那些 坐标 B" 上 的 度量 是 dr? + r?7d0? 而 sS” 
上 的 度量 是 dp? + (sin? pde. 显然 我 们 将 6 和 9 SIA. 

我 们 要 寻找 形 如 


u(r,0) = (p(r),0)， 是 调和 的 , p(1) = 5 
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的 解 . 注意 到 
u* (dp? + sin? pdp’) = (p (r))?dr* + sin? o(r)d0”. 


HY Sm 一 上 的 单位 正 交 余 标 染 01, an , On—1, 使 


关于 这 个 标 架 ，B” 上 的 度量 为 
r202 +--+ +776, t 0 ， 
并 且 S" 度量 的 拉 回 是 
sin” p07 十 :十 sin2p02 +e (r))° 02. 
所 以 , Idul? = (p!)2 + (n —1) S22 以 及 


E(u) = J [wr + (n—- 1) lr" drag 


. 2 
Sin p, »— 
aE rte. 


= Vol(S"~*) | (P7 + (n - 1) 
对 任何 n(r) € C(O; 1), 


d 
0= —Elp+t 
7 (p + tn) 


t=0 


1 
= Vol(S"~") | (2p'n! +2(n —1)sinpcosp-r?n)r"~' dr 
0 
1 
= Vol(S" | n(—2(r" lp) + (n — 1) sin 2p : rr" )dr, 
JO 


其 中 ， 第 一 项 由 分 部 积分 得 到 . 所 以 , Euler-Lagrange 方程 化 为 


—2(r™~*p')! + (n — 1) sin 2p - r”? =0, 


x 1 d d 1 sin 2 
n_-1 4P n—1sin2p 
N 一 -一 一 一 一 一 — | 一 -一 -一 一 一 (). 
rm 一 dr (r ir) 2 r? 
如 果 . iE t= logr 以 及 a = 2p, 我 们 得 到 


d’ d 
Ta + (n2) —(n—1)sina=0, 
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其 中 te (—00,0] 和 a(0) = 7, 由 于 re [0,1] 以 及 p(1) = 素 . 不 失 一 般 性 , 我 们 
假定 v(0) 是 北极 , BK p(0) = 0. PF, lim-o a(t) = 0. 这 样 , 旋转 对 称 映 照 的 
Dirichlet 问题 化 为 具 边 界 条 件 的 常 微分 方程 问题 : 

re +(n ~2) 4 —(n—1)sina = 0, 

a(0)=7, lim a(t) =0. 
我 们 分 三 种 情形 研究 : 
(i) n = 2: 所 要 的 解 是 a(t) = 4 tan! (et). ATLA, p(r) = 2 tanir. 可 以 见 到 映 


FR u 是 球 极 投影 的 逆 映 照 . 
Gi) 3 < n < 6: 解 的 图 形 是 


将 A; (i=1,2,---) BE Ao 的 任何 图 形 的 移动 给 出 了 另外 一 个 解 . 这 种 情形 得 
到 无 穷 多 个 解 . 对 应 p(r) 的 图 形 是 无 穷 多 个 解 uou, 收敛 于 映照 uy, 它 的 
E(u1) < E(ug) < ++: < E (ug). 

Gii) n> 7: WR RY Ale 


a 


由 于 这 不 满足 第 一 个 边界 条 件 , 这 种 情形 我 们 没有 人 解 . 
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§3. 凸 性 和 唯一 性 定理 


假定 M 是 紧 致 有 边 的 流 形 , 而 N = R* 是 欧 氏 空间 . WR o Æ MAN 
的 映照 , 那么 , 由 Ch(M,N) = {uc C1 : 在 9M 上 u= 9} 是 一 个 凸 集 , REL, 
ut = tu, + (1 — t)uo € Ch, O<t <1, RE uo, ul E€ CZ(Q). EM, 能 量 沿 厦 那些 
道路 是 严格 凸 的 . 由 这 种 简单 情形 启发 , 当 N 满足 某 些 曲率 假设 时 , 我 们 导出 
CHM, N) 中 的 类 似 结 果 . 在 这 种 情形 , 空间 CHM, N) 显然 不 是 一 个 线性 空间 . 


定义 设 wo, ur E CHM, N). 如 果 对 任何 ce M, WA t — ulr) HN 中 
一 个 常 速率 (依赖 于 r) 的 测 地 线 , 那么 , 同 伦 wi, O<t<1l 是 一 个 测 地 同 伦 . 


命题 3.1 假定 N 是 完备 的 非 正 截面 曲率 流 形 ，1M 是 紧 致 流 形 (边界 可 能 
AER). 给 定 两 个 同 伦 映照 (相对 于 OM) uou, E€ CM, N), 它们 在 OM 上 相 
等 , 那么 , 存在 从 ug 到 wi 的 唯一 的 测 地 同 伦 wi, 它们 在 OM 上 都 和 wo 相同 . 


WAR if v, O<t <1, 是 同 伦 , Bow = up v = w, OM 上 ,对 所 
有 t, ve = uo. 对 任何 取 定 的 ze M, 设 yz(t) 是 N 中 唯一 的 常 速 率 的 参数 在 
0 < t <1 上 的 测 地 线 , 满足 ye(0) = u(r), Y1) = wlr), 并 使 ys 同 伦 于 曲 
Bt 一 v(x). ABA, 定义 u(x) = Yalt) Jacobi 场 的 初等 讨论 意味 看 对 任何 
ii € CHM, N). 测 地 同 伦 的 唯一 性 从 _ 中 具 固 定 端点 和 固定 同 伦 类 中 的 测 
地 线 的 唯一 性 得 到 . 

下 面 我 们 给 出 对 光滑 映照 的 C? 变 分 的 能 量 的 二 阶 导数 的 公式 . 考虑 C- 
BHR F: Mx [0,1] > N, AX ce M $ ule) = F(z,t). 令 V =F, (2) € 
rT(w(TN)), 记 V' 是 从 TN 上 的 拉 回 联络 . 设 ej,… ,en 是 TM 上 的 单位 正 交 
基 . 我 们 已 知道 


E(w) -人 ( `S hij (ut (7 (x) (a) 2t ou } V9dz. 
所 以 ， 


DVD 
SE( (ut) =J | (2h S vi ôu + Ohi; vee | Vgdz 


=2 f polva VF, (08 5) vada 
-2/ 5( (viv, Fa(€a) dum. 
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进而 , 从 [EL], 我 们 得 到 
d? 
dp PM) =? I, > [Ven VI — > (RYC, F,(ea)) V, Fx (€a)) 
+ (Vv, (v's v) F, (eo))| dum. 
FPJS RA h ERA me =A SAE. 
5| 3.2 假定 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
(i) 映照 u= u 是 调和 的 , 并 且 V(x,0) 的 紧 支 集落 在 M 的 内 部 ,或 
(ii) 对 每 个 re M, WH o,(t) = F(z,t) ZN 中 常 速率 的 测 地 线 . 
那么 , 我 们 有 
d? 
dt? 
WEAR WR u 是 调和 映照 , 那么 上 式 中 的 第 三 项 为 零 , 因为 它 表示 能 量 关 


rm V'a V MEN 阶 导数 . 另 一 方面 , 如 果 曲 线 oz( IRM SZ, 那 
色 , 我 们 有 V'。V 三 0, 因为 它 表示 曲线 os 的 加 速度 问 量 . 这 束 证 明了 引 理 


附注 3.3 上 述 各 分 表达 式 是 指标 形式 , 对 应 的 算 子 是 LV = AV + >。 
RN (ur(ea),V)ur(ea), 它 是 能 量 第 二 变 分 的 Jacobi AF. 


附注 3.4 如 果 N 有 非 正 曲率 , 上 述 引 理 告 诉 我 们 能 量 沿 着 测 地 线 的 同 伦 
是 凸 函数 , 和 N = R* 的 情形 相 类 似 . 

我 们 可 以 用 这 个 结果 来 说 明 当 N 有 非 正 曲率 时 , 调和 映照 在 它 的 同 伦 类 中 
使 能 量 极 小 . 结果 也 能 从 [ES], Hm] 以 及 Hr) 论文 中 的 定理 导出 . 下 面 是 更 为 
直接 的 证 明 . 


定理 3.5 teRu ZA MA) N 的 调和 映照 , 且 Ky <0, BA, 对 任何 ( 相 
TOM) AET u MRR o: MON, E(u) < E(9). 

证 明 KK G: Mx [0,1] oN BK Flo 的 测 地 线 同 伦 , 它 的 存在 性 上 面 
已 经 说 明了 . ABA, 应 用 引 理 , 我 们 得 到 


E(ut) 


co 52 f [VVIP DORN Vu (ea))V, te (€a))] done 


aE ue) =2 f (VVI? DARN VG. (€a) Vs G. lea)))dum: 


2 

dt? 

E V =G, (2), ulz) = Gle, t). 特别 地 , 由 于 N 有 非 正 曲率 , 我 们 看 到 函数 
pe JE (0,1) 上 的 凸 函 数 . 因为 u = wo 是 调和 的 , 我 们 有 Elu) = 0 E 


Cc 
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t= 0 处 成 立 . 所 以 , E(u) 关于 t 是 非 增加 的 从 而 E(u) < Elo), 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 


同样 的 论证 给 出 了 Hartman [Hr] 唯一 性 定理 的 简单 证 明 . 


定理 3.6 如 果 DMFzlh uo : M 一 入 是 调和 的 , 并 且 Ky < 0, 任何 (相对 
于 OM) 同 伦 于 wo 的 调和 映照 u: MM 一 NN 一 定 和 wo WES. 

如 果 ƏM =O, uo, ul 是 同 伦 的 调和 映照 并且 Ky <0, BA, u 都 是 调 
和 的 ，V'V = 0, 并 且 对 任何 X € TaM, (RN (V, ut (X))V, Uee(X)) = 0. 特别 地 ， 
如 果 Ky < 0 并 且 任 何 映照 wu EM 的 菜 些 点 上 映照 秩 数 大 于 1, 那么 ,在 MM 


上 uo = ui. 


证 明 设 w te (0,1) 是 如 上 所 构造 的 测 地 线 同 伦 . 由 于 函数 t > Elu) 十 
凸 的 并 且 在 0 和 1 处 斜率 为 零 (uo,， wi 是 调和 的 ), RITE E(u) = 0 对 任何 
O0<t<1 Baw. 所以, Æ M x (0,1) 上 我 们 有 


V'V =0 并 且 X (R^ (V,G,(ex))V, Gs (ea)) =0, (*) 
我 们 又 有 
eall Vi? = 2(V, VL V} =0, a=1,...,n. 
am IVI 对 每 个 t 关于 r 是 常数 . 如 果 OM #4, ABA, V Æ OM x [0,1] 和 恒 为 
Z, 从 而 在 M x [0,1] EV = 0. 这 就 得 到 在 M 上 wo = u. WR OM = 0 并 
a Ky <0, 那么 , 从 (*) 我 们 看 到 对 a = 1,… ,n, V 是 平行 于 G,(ea). WR, 
V Æ t= to 不 恒 等 于 零 , 那么 由 于 IVI 关于 r 是 常数 ,V(x,to) MAS. 由 
此 得 到 un Æ M 上 处 处 秩 为 1, 得 到 矛盾 . 所以，V(z,to) = 0, 所 以 , 对 任何 
(x,t) € M x [0,1], V(z,t) = 0, 这 里 考虑 到 测 地 线 t 一 G(z 的 速度 对 t ER 
数 . 这 就 证 明了 定理 . 
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这 里 我 们 考虑 能 对 光滑 调和 映照 导出 的 估计 . 它们 可 用 来 证 明 到 非 正 曲率 
流 形 N 的 调和 映照 的 存在 性 . 调和 映照 的 Bochner 公式 是 (推导 见 第 一 章 ) 


| Adu? = ||V'dul|* — DART (isea: Ux€g )Ux€oy Urep) 
十 》 Ric™ (u*0:, u*0:), 


1 
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其 中 e1,… ,en 是 TM 的 单位 正 交 交 基 ，01,… 0, 是 T*N WEZE, V 
EM TN 来 的 拉 回 联络 . 从 这 个 公式 可 以 看 出 如 果 M 是 紧 致 的 并 且 N 的 截面 
曲率 非 正 , 那么 , 去 掉头 两 项 后 得 到 


Aldul’ > ~Cldul’, (4.1) 


其 中 C 只 依赖 于 M. 偏 微 分 方程 中 的 一 个 结果 ( 见 [M3, 5.3.1) 意味 着 对 任何 其 
闭 包 包 含 在 M 中 的 开 集 Q 和 只 依赖 于 M, n 以 及 dist(fQ, 69) 的 常数 C, 有 


sup |du|* < c j ldul dum, (4.2) 
9 M 


具体 而 言 , 我 们 有 估计 


sup |dul? < Cr 一 J Idul dvm, 
Br (a) B,y(z) 
其 中 B(x) CCQ. 

舍 计 (4.2) 首先 在 [ES] 中 对 调和 映照 问题 的 热 方程 证 得 . 估计 (4.2) 意味 着 
下 列 紧 性 定理 


命题 4.1 如 果 M 是 紧 致 有 边 (可 能 为 空 ) 的 流 形 而 N 是 紧 致 的 具有 非 正 
截面 曲率 的 流 形 , 那么 , 对 A > 0, 映照 族 


Fr = {u E€ C”(M, N): u 是 调和 的 , E(u) < A} 
在 jM 的 紧 致 开 集 上 的 O* 一 致 收敛 的 拓扑 中 是 紧 的 . 其 中 天 >0 是 任意 整数 


这 个 命题 的 证 明 包括 了 在 M 中 的 映照 we F 所 有 阶 导 数 的 局 部 估计 的 推 
T, 然后 应 用 Ascoli 的 等 度 连续 性 定理 ， 从 (4.2) 可 导出 |dul? Æ Q 中 的 在 Fy 
中 一 致 的 Hölder 估计 . 由 于 Aut = T(du, du), 其 中 F(du du) 关于 du 是 二 次 的 ， 
从 线性 椭圆 方程 理论 的 一 个 的 标准 应 用 可 用 来 得 到 对 所 有 we Fy 的 在 Q 中 的 
C: 模 的 一 致 估计 . 不 等 式 (4.1) 强 依赖 于 N 有 非 正 截 面 曲率 的 假定 ，S? 上 的 
共 形 映照 , 或 者 第 二 节 的 例 2 说 明 上 述 命 题 对 到 紧 的 没有 曲率 假定 的 流 形 的 调 
和 映照 不 再 成 立 . 

下 列 先 验 估计 说 明 (4.3) 事实 上 对 具 小 能 量 的 调和 映照 是 成 立 的 . 


定理 4.1 假定 we C2(B,,N) 关于 在 B, = {rE R": |r| <r} 的 度量 g 是 
调和 的 , 这 度量 满足 


A (6i) < (Gig) < A(6ij), [Org9ij| < Arm? 
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那么 , 存在 只 依赖 于 A, n, N 的 s>0, 使 得 如 果 


om | e(u) S €, 
Br 
BA, 满足 不 等 式 


sup e(u) < cr | e(u), 
By 2 Br 


其 中 C 只 依赖 于 A, n, N. 
附注 ”我们 将 给 出 的 证 明 事 实 上 只 要 求 gu 在 B, 中 是 Holder 连续 的 . 
证 明 单调 性 不 等 式 (1.4) 意味 着 


gen J elu) < Cp?” J e(u) (4.4) 
Bo (x) Bp(z) 


RAB@rcB,#F#AV<c0<p<r—|a|. WRS rı = Sr, 那么 , 不 等 式 (4.4) 意味 
着 对 任何 x € Bn, 9< ao Sr- |z| 


n—2 


在 (4.4) 和 (4.5) 中 常数 C 只 依赖 于 n, A. 
我 们 将 对 小 o 研究 (4.5). 首先 , 观察 到 存在 co € (0,11) 使 得 


(rı — co) supe(u) = max (rı — o} supe(u). 
Boo 0<coKr1 Bo 


进而 ， 存在 一 点 To €E Ba, 使 得 


eo 一 e(uj(Zo) = supe(w). 


令 po = 3(r1 — o0), 日 观察 到 从 co, zo 的 选取 有 


sup e(u)< sup e(u) < 4eo. (4, 6) 
Bpo (£0) Bootpo 


现在 , 定义 映照 ve C?(B,,,N), ro = (eo)zpo, 为 


TT eT 


| 
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这 样 ，w Æ u 的 重新 参数 化 所 得 到 的 , 使 得 e(v)(0) = 1. 从 (4.6) 我 们 得 到 


Sup e(v) <4, e(v)(0)=1. 
所 以 从 (4.1) RITE By, 有 Ae(v) > -C e(v). WE, 如 果 ro > 1, 那么 我 们 能 用 
平均 值 不 等 式 得 到 


1=e(v)(0 < Cf ew). 
Bı 


但 是 , 我 们 从 (4.5) 有 


e(v) = ((e9)!/ 2-2 e(u 
J, ee) = (eo)"”) Jac (u) 


< crm | e(u) 
Br 


< C'e. 


这 样 如 采取 e 充分 小 , 那 两 个 不 等 式 相 矛盾 . 所 以 我 们 可 假定 ro <1. 再 从 [M3， 
5.3.1] 得 到 平均 值 不 等 式 对 elv) 在 Ba 中 成立 , 并 且 有 


1=e(w(0) < Org” f e(o) = Cro? o” f e. 
B Bpo (Zo) 


将 它 和 (2.5) 联 立 起 来 我 们 得 到 
peo = rg < Cr?” [ e(u). 
从 oo 的 选取 得 到 


max (rı 一 I) supe(u) < sore» | e(u). 
0<o<ry B, 


(o 


定理 4.2 的 结论 只 要 在 上 式 中 取 o= $r 且 除 以 r? 即 可 . 


上 述 先 验 佑 计 能 用 来 证 明 具 有 一 致 有 界 能 量 的 光滑 调和 映照 的 弱 极 限 映照 
的 部 分 正则 性 结果 . 它 说 明了 除了 n—2 维 Hausdorff 测度 有 限 的 闭 集 以 外 , 映照 
序列 在 C% 拓扑 中 收敛 . 最 近 , 林 芳 华 [Li] 已 经 证 明 这 个 集合 事实 上 是 (n -2) 
维 可 度 集 . 

推论 4.4 设 M 是 紧 的 边界 可 能 为 空 的 流 形 , Lit N ZB. 对 A> 0， 
今 


Fa = {u € C” (M, N) : u 是 调和 的 , E(u) < A}. 
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任何 在 Fa 的 闭 包 中 的 弱 L? 映照 ,除了 一 个 (n 一 2) 维 的 Hausdorff 测度 局 部 
有 限 的 奇异 闭 集 以 外 , 是 光滑 的 调和 了 映照. 
证 明 {ui} c Fa BMT u 的 序列 . 设 M 表示 M 的 内 部 , 定义 子 
集 S cM 如 下 
S = () {z CM: iminfr2” | 


r>0 B,(z) 


这 里 eo 表示 由 定理 4.2 所 确定 的 一 个 固定 正 数 . Mor?” fo a elu) 这 个 量 的 
单调 性 得 到 S 是 M 的 相对 闭 子 集 , 为 此 假定 z; e S 以 及 lima; = zeM. 对 任 
何 >> 0 以 及 所 有 j, 从 (1.4) 得 到 


elui) 2 co}. 


lim inf rom | elui) > €o. 
B, (23) 


t— OQ 


这 立即 意味 着 对 任何 ri >r, liminfi_ ,wo r ” Jen (x) e(ui) > eo0. 由 于 > > 0 是 任 
意 的 , 我 们 有 zres. 

对 任何 5 > 0, 以 及 任何 Q COM, 我 们 能 用 有 限 个 球 {B. (x;)} 覆盖 SO, 
并 使 {B;, (zx;)} 是 互 不 相交 的 , 从 而 zj E S. 对 i 充分 大 , 我 们 就 有 对 所 有 j 


对 j 相 加 , 我 们 就 得 到 


Sore? < CE(u;) < CA. 
j 


从 而 HZS NQ) < CA. 
我 们 来 证 明 {w;} 的 子 序列 在 M \S 上 按 0* EAF u. S £ eM \S, 
并 且 注 意 到 对 某 > 和 无 穷 多 个 i 我 们 有 


Pon | elui) < €o. 
B, (z) 


根据 定理 4.2 我 们 对 wi 在 Bir(z) 中 有 C1 一 致 估计 , 因而 有 C* 一 致 估计 . 根 
据 弱 极 限 的 唯一 性 , 极限 就 是 u. 所 以 , u 在 S 外 是 正则 的 , 并 且 根 据 对 角 线 子 
序列 的 方法 ，{ui} 的 一 个 子 序列 按 Ce 模 在 M \S 上 一 致 收敛 于 u. 这 就 完成 
了 推论 44 的 证 明 . 
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定理 4.2 依赖 于 小 能 量 的 假设 . 对 到 任何 流 形 的 映照 , 这 个 假设 不 一 定 在 每 
一 所 都 满足 (如 球面 上 的 共 形 映照 ), 但 在 目标 流 形 某 些 假定 下 , 这 可 被 验证 . 特 
ANS, 如 采 在 N 上 存在 光滑 的 有 界 严格 凸 函数 g, 我 们 可 验证 这 个 假定 . 下 列 论 
证 在 文献 [GH] 中 . 为 此 , 注意 到 gow 是 次 调和 函数 , 事实 上 , 我 们 可 假定 


A(g ou) > €,e(u), O<goudcl. (4.7) 


给 定 2 eM，Br(z) CM, 我 们 能 对 $(z)g ou 应 用 Green 公式 , 其 中 , $ 在 B,(c) 
中 有 紧 支 集 并 且 (x) = 1 


g ou(z) = f G(x, y) Alg o u(y))dv(y). 
B, (x) 

选取 乡 在 Bir(z) 中 为 1 且 具 紧 支 集 , 我 们 从 (4.7) 容易 看 出 

f G(æ, y)e(u)(y)dv(y) < C. 

By (7) 
特别 地 , 这 意味 着 (假定 n > 2, 将 这 个 论证 稍 作 变动 同样 处 理 n= 2 的 情形 ， 
J d(x, y)?" e(u)(y)dv(y) < C. 
By (2) 


万 一 方面 , MAS R(o) = 0 fp a elu), 我 们 有 


1 


f” UO) do = (2 — n)- | (2 人 f, ne 


< (n—2)7} [ lau) elu) (ydoly) 


由 于 R(o) 是 一 个 o 的 单调 函数 , 对 任何 oo € (0, ir), 我 们 有 
R(oo) log (oo*5r) < C. 


这 说 明 如 果 取 oo 充分 小 , BRA, Roo) 也 是 很 小 , 再 将 定理 4.2 用 于 B。(z), R 
们 就 证 明了 

推论 4.5 如 果 M 同上 , HR we C™%(M,N) 使 在 wu(M) LAB h 
数 g, 那么 , 对 CC M, 我 们 有 


lulle <C, 


-132 第 九 章 调和 了 映照 问题 的 分 析 观 点 和 方法 
其 中 5 RIT k, 1 n, M, N, Q 和 E(u). 特别 地 , 命题 4.1 AA BRR 
定 下 成 立 . 

附注 4.6 4 u 的 上 映 象 落 在 严格 凸 球 中 的 假定 下 , 存在 性 . 正则 性 和 先 验 估 
计 已 经 在 HKW, HW) PAW. 事实 上 ，[HW] 中 的 结果 也 可 应 用 于 更 困难 的 情 
形 , 这 时 M 的 度量 只 假定 是 有 界 , 可 测 , 并 且 ( 局 部 ) 一 致 欧 氏 的 . 
§5. 一 个 局 部 存在 定理 


在 N 是 完备 , 单 连通 具 非 正 曲 率 流 形 的 假定 下 , 我 们 来 推导 一 个 有 用 的 不 
等 式 , 替代 (4.3). Ha dt N 中 的 一 个 点 , 并 定义 p(u(z)) = d(u(z), a). ee 
道 , 在 R" H, (3r), = ij, 其 中 r 是 距离 函数 , 而 (Gr?) = diy 是 Or? 的 
Hessian. Hesse 比较 定理 意味 着 在 Kn <0 的 流 形 N Pye aren 的 时 


候 更 凸 , 即 
(5 > hij. 
将 p 看 成 复合 函数 且 应 用 链 式 法 则 , 我 们 得 到 
1 _ ð 
gAd(u(z), T) = 2 50 (50 ), a), 
1 ,\ Ou’ dw 1 
~ >, (50 ) TATA + 2, (507) Au l 


如 果 我 们 假定 u 是 调和 的 , 并 且 wl.… ,wu* 是 N 中 的 法 坐标 系 , 那么 , 上 式 第 二 
项 为 等 . 我 们 就 得 到 


5 Ad(u(x), T) > dul’. (5.1) 
现在 定义 
OSCo, (u) = sup{d(u(z), wo:zyen， UCN. 
这 样 OSCo, (u) 是 像 u(Q1) WA. 
命题 5.1 存在 一 个 只 依赖 于 (Q,9) 的 常数 c, 使 得 


sup |du| < - = OSC, B, (£t) CCQ 
By/2(x) 
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征明 议 oecCce(Br) 且 使 在 Be 上 为 1 而 |Vol < £. 那么 ,根据 (5.1) 以 
及 分 部 积分 得 到 


1 
|, Pidu? <5 | Adul), 
B, 2 JB, 
1 
= -5 J, Ve? Vaule)? <2 f Ipl-ld)-|Vol [Valdas 
B, By, 
由 于 


Ou" 


Oxo’ 


ð 
zza lulz), T) = 
我 们 看 到 |Vd| < Idul. 所以， 


Op 
5,1 (ulT) 


I p*|dul* < 2 人 kol- lad|- (Vol cu| 

<3 h Pique +4 f deule), Tvet, 

以 及 
J, Pu <8 f diulo) TVo < e (B; o) 

那么 , 所 要 的 结果 从 p 的 定义 和 (4.3) 得 到 . 


从 命题 5.1 和 调和 映照 方程 , 我 们 知道 |Awi| 是 有 界 的 . 那么 , 根据 位 势 理 
论 我 们 得 到 u 的 Clo 估计 . 所 以 , 根据 Schauder 理论 我 们 可 以 得 到 下 列 结果 . 


推论 5.2 对 到 单 连通 非 正 曲率 流 形 的 调和 映照 下 列 先 验 估计 成 立 : 
OSC 
r VVula,Be 十 六 |VVulas + rlVulps, <c B, u, 


其 中 c 只 依赖 于 (Q,g), (u(Q),h) 以 及 
f(z) - Fy) 
flac, = sup {ge TATY EM), a € (0,1). 

我 们 现在 来 证 明 到 非 正 曲率 流 形 调和 映照 的 存在 性 . 基于 上 述 先 验 估计 的 
Leray-Schauder 度数 定理 的 一 个 应 用 能 证 明 下 列 结 果 : 

定理 5.3 (局 部 存在 ) 假定 Qc M 是 紧 的 具有 边界 ON. AR e € CLAN, N), 
其 中 N 为 完备 单 连通 的 具 非 正 曲率 , 那么 存在 调和 映照 u c CNN) N 
C0.8(Q,N), 并 且 , 在 边界 ON 上 w=w 
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为 证 明 这 个 定理 我 们 注意 到 边界 映照 能 扩充 为 We C”) NC? (OD) FFA 
满足 Ad = 0. 其 次 , 我 们 引进 一 个 带 权 的 Holder 空间 CES (Q): 定义 


ua vv = sup 6 %**t*VFal, og, + ` sup sup 6(x) 7+ Vu] (a), 
ôE [0, ðo] lo|<k "E? TEQ 


这 里 
Ns = {x EN: d(x, dQ) > ô}, ô < do, 


Ff A 5(z) = d(x, 00). 我 们 然后 定义 
Ce) (O) = {ue C™°(0) : llulla, -y < 00}. 


Ch" 显然 是 一 个 Banach 空间 ，A 是 从 CE3 到 C2'%(9) 的 线性 有 界 算 子 . 并 
H, A 有 有 界 的 逆 [GT, 6.5 7]. 
最 后 , 我 们 需要 下 列 引 理 . 


引 理 5.4 (边界 估计 ) 假定 Q 满足 外 部 锥 条 件 . 假定 BE (0,1),u 是 调和 
的 , 并 且 u- o e C3(Q). 那么 , supren d(x) Flu 一 GI(z) < c, 其 中 c= el, g) 
是 不 依赖 于 u ( 注意 : 如 果 6 二 1 WARS). 


WEAR FA d?(u, a) 是 次 调和 的 (因为 (5.1)), 从 最 大 值 原理 得 到 supo d(u, ti) = 
supao dlo, ü) < C. WW v, ur ZEN 中 以 9(z0) 为 中 心 的 Riemann 法 坐标 
HRE r c 9 充分 接近 于 zo, 使 得 zo 是 r BOO 的 唯一 的 最 近 的 点 ， 那 么 ， 
ju(x)| = d(u(x), ozo)) LAK lv(zol = 0. 

我 们 现在 断 育 lv| 是 次 调和 的 . 为 此 注意 到 由 (5.1), Al? > 2Idv|?. 由 于 
Alu|? = 2\v| Alu} + 2/Vlul|? 以 及 2|Viv||? < 2ldv|?, RITE Alv| > 0, 如 所 断言 的 . 

根据 假定 对 每 点 y € 00, 存在 一 个 以 y 为 顶点 的 有 限 的 右 圆锥 K, 满足 
KOQ=y. 在 每 点 VE 00, 取 为 原点 , 可 取 形 如 w(x) = rP wo(€) 的 局 部 闻 函 数 ， 
其 中 0 <6<1 并 且 w(t) BAF A E (M ~ K) NOB (y) 中 的 第 一 特征 函数 
FFEA, 

w(x) > 0 ÆQNA B, (zo) ~ {zo} E, Aw <0, 
并 且 
ctg — roj? < w(x) < clx — zol. 

设 BY = QN B,,(x0). 因为 在 npapB(z) 上 lvl <c BE NAN B,, (x0) 

上 jv| < ela — zol4, 从 而 得 到 在 6B+ 上 jv| < čw. 由 极 大 值 原 理 , 在 B+ 上 
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ivi<e 


lui<elx—xl? 


lu] < cw. 注意 到 如 果 Q BAAN, ABA, 流 形 上 的 距离 w) 等 价 于 欧 氏 距离 


ulz) 一 B(xo)|. 这 就 完成 了 引 理 5.4 的 证 明 . 
附注 5.5 根据 引 理 5.4 我 们 看 到 , WR u 是 调和 的 并 且 u- o € C230), 
ABA, OSC p+ (ou 和 c6(z)3. 所 以 , 根据 推论 5.2 我 们 有 
lu — pll2e,@ < Co, 
其 中 co 只 依赖 于 6 而 不 依赖 于 u. 我 们 现在 已 经 可 以 证 明 局 部 存在 定理 . 
定理 5.3 的 证 明 设 v=v- 少 设 N(u) 是 在 固定 的 法 坐标 中 的 调和 映照 
方程 的 非 线性 项 ; 即 Au + N(u) = 0. 现在 让 我 们 考虑 满足 ||u -bll2。_s < Co 
的 任何 映照 u. 我 们 假定 我 们 已 延 拓 使 Ag = 0, WR Au + N(u) = f, 那么， 
Av+N(v+¢)=f, AU, v+ AIN (v +o) =A lf. 定义 
T=I+K 其 中 K(v) = A- NU 十 0). 


这 样 , 算 子 了 将 C23(Q) 映照 到 C23(9). 
断言 K 是 C25(Q) 上 的 紧 算 子 . 设 ve C0>9(Q). 由 于 
ul ur 
N(u) = g%Ti lula) SS 2, 
我 们 看 到 |N(v 十 8)| < CVul? + |V¢]2). 所 以 , 对 所 有 r 我 们 有 
(æ) IN (w + Pp)l(z) < C((5(x)'~F|Vol(a))? +1) < C((elza,-8)? +1). 


万 一 方面 , 我 们 有 
(L)? IVTNG + p(x) < CIV + [Vu] - | VVu] + Vo]? + 1]6(7)3-28. 
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因为 


[Vu] s(x)??? = (6(n)'~ 58| Vvl(z)) 

< c6(x)'~9|Vul(x) < cllvll2,a,—8, 
(5(a)'~?|Vo}) - (6(x)?-8|VV0I) < (llvll2,0,-8)?, FFE 
[1Vol?5(z)3-22 < e(\Jvl]2,0,-8)?, 


对 任何 x, 我 们 得 到 6(x)8-29|VN(v + p)|(z) < C(llell2 a-g +1). 从 而 ，|IV + 
$)llı,a,2-28 < cllvl|2,a,-6. 由 于 A- 是 有 者 的 ,||K(v)||a,a,-26 < cllvil2,a,-8. 我 
们 现在 应 用 CN) 在 Cs) PARAS. 这 样 ，K 是 C28(9) 中 的 紧 
AT. 所 以 , 我 们 能 用 Leray-Schauder 的 度数 定理 (Ji [LS]): gn T, = 14+tK 
并 且 Br(0) = {v € C25 (N) : |lullaa~@ < R}, 那么 deg(Til Brio), 0) 不 依赖 于 二 
只 要 0 ¢ 7,(OBr(0)) 对 0< 和 ts 和 l 都 成 立 . 


为 验证 0 天 到 (6BR(0)) 对 0 <t < 1 都 成 立 , 我 们 看 到 如 果 到 (wo) = 0, 
那么 , 我 们 有 方程 Aut+tN(u) =0,HPu=v+d. 如 采 我 们 赋 于 N 以 度 
E ht, 定义 为 hlu) = h(tu), 这 个 方程 表示 了 ww 关于 h 是 调和 的 条 件 (注意 
到 u 是 整体 定义 的 法 坐标 系 ). 考虑 到 ho(u) 是 欧 氏 度量 并 且 对 0<t<1l1 有 
Kn, St. 因此 对 所 有 t 附注 5.5 中 得 到 的 先 验 估 计 都 成 立 ， 这 样 如 果 我 们 取 
R > 2Co, 那么 我 们 能 确保 0 ¢ Ti(8BR(0)). 所 以 , 根据 对 ho 的 线性 存在 定理 ， 
deg(Ti|Ba(0),0) =deg (To|Ba(0),0) = 1. 这 就 意味 着 所 要 求 的 调和 映照 u 的 存在 
性 而 完成 了 定理 5.3 的 证 明 . 

定理 5.6 (边界 正则 性 ) 假定 u 是 调和 的 , 在 00 上 w= eo, ġe cean) 
并 且 ue CO(N) NCL), HP 6 接近 于 1. ABA, ue oreo). 

WEAR 根据 的 Hölder 连续 性 , 我 们 得 到 OSCB au < c5(z)2. 因而 , 从 命 
题 5.1 我 们 有 

ldul(z) 和 cb(z) d(x)? = cb(z) 1. 
所 以 , 5 (8-1): 2p > —1 RK 1 > (1-— B)- 2p B} fo |dul*?dx <S c. SA Val ABR ABT 
Fe, |N(u)| = |Au| < cldul?. 从 而 , 41> (1 一 68)2p WY, fo |AulPdum < c. 我 们 
有 基本 的 L? 椭圆 估计 : 


lullapo < cllAullo, p,a + cllullo,p,g, l < D < oc. 


从 Sobolev HA EEE, WR p 充分 大 , 那么 , lulong) <c 其 中 a = 1 一 2 (注意 
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F| p > co > a 1). 因而 |N (u)lcoaw) <c. 所 以 , 根据 Schauder 理论 , 我 们 有 
lulla n Se 利用 差 商 法 和 关于 的 归纳 法 , 我 们 能 证 明 ve Cre). 


$6. E€ Dirichlet 问题 


我 们 现在 给 出 Eells-Sampson [ES] 和 Hamilton [H] 定理 的 证 明 , 它们 基于 
局 部 存在 定理 和 先 验 估计 . 我 们 首先 需要 边界 估计 的 一 个 推广 形式 . 

引 理 6.1 HE Ge C°O(O,N), 其 中 N BARE RHO 有 光滑 的 边界 . 
BL u € CYN, N) NACL, N) 是 从 Q 到 NN 的 调和 映照 且 在 9Q bu = dQ. 
那么 , 我 们 有 

lullo annB, (xo) < C(IOllo,a, E(u)), 
其 中 To E OD + r 充分 小 使 Qn B,(2x9) 接近 于 一 个 欧 氏 半 实 心 球 . 

证 明 我 们 定义 g(x) = d(w(z), 9(z0)), 那么 , 对 所 有 x E (69) n Br(zo) 有 
0 < g(x) < c1 . 为 推导 g 在 Qn B(xzo) 中 的 界 , 注意 到 |Vg| < idul, 因而 有 


| vol < C. 
QNB, (zo) 


ix (g 一 01)+ 是 g 一 ci 的 正 部 . 那么 ,在 (8N) N B(xzo) E (g—c1)4 =0. 根据 
Poincaré 不 等 式 
| (g—c)4 SC Vgl? < C. 
ONB, (xo) ONB, (zo) 

从 而 JanB, (eo) g? < C. M g’ 的 次 调和 人 性， 得 到 在 QN Bz (xo) 上 g < C. {R5 | FE 
5.4 的 证 明 中 一 样 我 们 能 得 到 |wlo,。 的 界 . 这 就 完成 了 引 理 6.1 的 证 明 . 

我 们 现在 证 明 这 一 节 的 主要 定理 . 

定理 6.2 (Eells-Sampson, Harmilton, Hartman) 设 M 是 紧 致 有 边 的 ( 边 
TREAZ) HAG, FARE N 是 紧 的 具 截 曲率 Ky < 0 MAH. BE 
$ € C°8(M,N), B € (4,1), 那么 , 存在 调和 映照 u € Coc(M,N)nC08( 1 N) 
而 在 边界 ƏM Lu= 6, ŽE u~ o (相对 于 OM). 如 果 o 在 6M 上 是 正则 的 
(C*9), 那么 , u 直到 边界 OM ENG (Ch) . 

证 明 Bi, 我 们 假定 Elo) < co. 用 小 球 族 {B, (zi;)}; 覆盖 M, 并 在 每 个 
B,,(zi) 中 用 具有 限 能 量 的 6; RE o 满足 

biloo, (@.)) < Cll cos (E, (2,)) 以 及 apil(zx) < Cj(z) 一 
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由 假设 (6 > 5), RITE fe, cld? < C (这 说 明 为 什么 我 们 需要 假设 6 e 
(3.1), 
设 Eo = inf{E(v):v € Sy}, 其 中 
So = {v :v E C”(M) N CF (M), 在 6M Ev=¢, 并 HL v ~ 分 . 


~ {v} 是 So 中 的 极 小 化 序列 . 由 于 LM, N) 中 的 有 界 集 的 弱 紧 性 ( 见 附注 

2.2)，{v;} 中 的 一 个 子 序列 , 仍 记 为 {v;}, 弱 收 敛 于 一 个 极限 ve L2(M,N). 我 
们 来 证 明 u 是 一 个 光滑 的 调和 映照 ,首先 假定 Bi (zxi) 包含 在 M 的 内 部 Me. 
根据 局 部 存在 定理 我 们 有 调和 映照 h; € C%(B, (zi),N)ncoua(B (zi N), È 
在 9B.,(xi;) 上 满足 hj = vj. 根据 命题 4.1 {hj} 的 一 个 子 序列 在 B (zi) 的 紧 
子 集 上 收敛 于 光滑 的 极限 h. 我 们 将 证 明 在 xz; 的 一 个 邻 域 中 几乎 处 处 及 =v. 
为 此 , 设 gs 是 从 h; 到 v 的 测 地 同 伦 ( 见 命题 3.1). 对 se [0, 1], RITA 


d? 
——F(g,) >2 V'VII?, 
pablo) 22) I'v 


HH V =G, (2), G(z,s) = gs(z) ( 见 引 理 3.2). 

我 们 现在 作 如 下 断言 : 假定 go, 91 E€ S4, Æ M\Q E go = g1 并且 9。 是 从 
go 到 gi 的 唯一 测 地 同 伦 . 给 定 © > 0, 存在 6 > 0 使 当 Elgo), E(g1) < En +6 
时 flgo- gl? <e. 由 于 Elg) 关于 s BOOM, Elg) 几乎 是 常数 , 使 对 某 
so € [0,1] 以 及 6 > 0, 当 s = so 时 , 我 们 必 有 

762 E98) < ô. 
由 于 V' 和 内 积 的 相 容 性 , 我 们 有 


VVI > VIVI. 


并 且 在 OM x [0,1 E V = 0, 又 由 于 |V| 表示 常 速 测 地 线 切 向 量 的 长 度 ， 
YI(z,s) 和 s 无 关 . 从 Poincaré 不 等 式 得 到 


2 
[_iwivig>ef wir 
Br, (xi) Br; (£i) 


d? 2 
5> FaB(9) >2 f vv >2/ vivi] 


Ti Ti 
> 。 J al 
Br; (xi) 


这 样 , 我 们 有 
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考虑 到 等 距 浸入 N C RE, 我们 有 
lu; — hj| < d(vj;,h;), 


这 里 d(.,-) 表示 N 上 的 测 地 距离 . 又 由 于 ||Vj|(z) 是 从 A; (x) 到 vj;(z) 的 一 条 
特别 测 地 线 的 长 度 , 因而 控制 测 地 距离 . 所 以 我 们 有 


J lv; — h|? < cô. 

Br, (xi) 

HX c = cå 一 0, FFA v SSO u AY, hj; 收 人 证 于 ,从 而 几乎 处 处 w= 并 
H u Æ B,,(2;) 中 是 光滑 的 . 运用 引 理 6.1 的 类 似 论 证 也 适用 于 9M. 这 样 我 们 
A u € C®(M, N)NC®P(M, N). 最 后 ,我们 还 要 证 明 u FEF o. 一 种 证 明 方法 
是 说 明 两 个 具有 有 界 能 量 和 L? 接近 的 光滑 映照 实际 上 是 (到 非 正 曲率 流 形 ) 同 
伦 映照 . 借助 于 在 小 球 上 用 调和 映照 来 修正 v 的 方法 来 证 明 . 设 B1,… , By 是 
M Wii. 上 述 讨论 说 明 我 们 在 B, 中 能 用 调和 映照 hj1 来 取代 vi, 而 所 得 到 
的 上 映照 记 为 vj, 它 在 Bi 的 内 部 一 致 趋向 u 并 且 同 伦 于 v. 然后, 我们 在 Be 
上 重复 上述 过 程 ， 用 07,2 代替 07,1,， 而 它 在 Bı U B2 的 内 部 一 致 接近 于 U HEE 
于 ov. 最 后 , 我 们 得 到 同 伦 于 v; 的 且 一 致 接近 于 u 的 映照 vp 那么 , 映照 ww 
FU u EBER, 从 而 w ~ 2. 这 就 完成 了 定理 6.2 的 证 明 . 
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这 一 了 我 们 讨论 极 小 映照 的 存在 性 , 以 及 正则 性 结果 . 我 们 先 证 明 一 个 “高 
BENTE” AR, 它 说 明 Holder 连续 的 弱 解 是 正则 的 . 这 个 结果 对 专家 是 已 知 
的 , 但 文献 中 只 能 找到 它 特 殊 情 形 [BG] . 注意 到 具 小 振荡 的 弱 解 是 Holder 连 
ZEA), 这 在 [HKW] 的 文章 中 证 明了 , 而 应 用 标准 的 线性 椭圆 方程 理论 容易 证 明 
Lipschitz 罚 解 是 正则 的 . 我 们 第 一 个 引 理 填补 了 Ce 和 Lipschitz < [A BR. 


引 理 7.1 ue C?(M,N)OL?2(M,N), ac (0,1) 是 弱 调 和 映照 . ABA, u 
是 光滑 调和 映照 . 


证 明 我 们 先 证 明 u 是 局 部 Lipschitz 的 . S zo € M, 以 及 ro > 0 使 得 

Bi, (xo) 在 wu 下 的 像 落 在 一 个 法 坐标 邻 域 中 . 我 们 都 在 这 个 邻 域 中 讨论 , 以 致 < 

可 看 成 一 个 回 量 信函 数 . 我 们 也 在 B,, (ro) 中 取 法 坐标 y?. 从 u 的 Holder 连续 
性 , 对 |y| < o, 我 们 有 

g98y(Y) = bay + O(0°), 


(7.1) 
hi;(u(y)) = 6i; + O(07%). 
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一 


4 年 弦 二 和 映照 则 意味 着 对 o € (0, ro) 和 在 OB, E n = 0 KEI n € C°(B,, RN 


Li(Bo,R") ,有 
| hv Vu) < CC sup Inl) Ba e(u)dvm. (7.2) 
Wu 是 线性 Laplace 方程 
>》 0707 =- 0, Æ B, P, 
l v=u, Æ OB, 上 


的 解 , 其 中 9, 表示 关于 y 的 偏 导数 . AA Jav = Di, (2S) 是 ( 欧 氏 ) 次 调 
和 函数 , 我 们 有 平均 值 不 等 式 


< ( t jðv|?dy) >0X 0<Sr<og, (7.3) 
这 里 f SRR f 的 欧 氏 平均 值 . 因为 v 是 调和 的 , 我 们 有 
J av — v)| dy = J (O(u — v) - Ou)dy. 
Bo Bo 
从 (7.1), 我 们 有 
| J (O(u — v) : Ou)dy 一 / (V(u — v), Vu)duy 
Bo Bo 
~ ul? v|’). 
< Co® f (\dul? + av)? 
利用 v 的 能 量 极 小 性 质 以 及 (7.1), 结合 上 述 不 等 式 我 们 有 
有 A(u — v)|*dy < [ww —v), Vu)duy + Co? J, e(u)dvum. 
应 用 (7.2) 以 及 n= u 一 wv, 我 们 得 到 
/ (V(u — v), Vujdvm < C sup |u — v| | e(u)dvm. 
Bo Bo Bo 
将 这 云 以 及 (7.1) 和 前 面 不 等 式 结合 起 来 我 们 有 


J au — v)|2dy < co | Bul2dy 
Bo Bo 
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应 用 基本 不 等 式 |aul? < |O(u—v)|(|u| + 3v) + [Ou]? 以 及 Schwartz FER, 我 
们 有 


Arolu) < (fu Pdu Azo (u))È + (Aygo(0))4] + Azal), 


其 中 ApC) = fz l8- ?Pdy. 应 用 (7.3) 以 及 上 述 不 等 式 , 我 们 得 到 
Ays(u) < Co? Ao (u)? [A1 (U)? + Ac(v)?] + Aslv) 
这 里 6 = . 运用 v 的 能 量 极 小 性 以 及 初等 不 等 式 , 我 们 得 到 
Ai,(u) < (1+ Co”)A,(u). 
记 oj = ro2 一 , 我 们 得 到 
As, (U) < (1+ Cof) Ao, (u). 
AHRNE, 我 们 有 


f aul2dy < cf dul2dy < T, 
B, B 


2 ro ro 


这 里 C = TI (1 + Crp 2-9) < co. 因而 对 任何 oe (0,70) 我 们 有 


f |Əðuļ dy < C. 
Bo (xo) 


由 于 zo 是 任意 点 , 我 们 得 到 |Oul? 是 L 函数 . ARS u 是 一 个 局 部 Lipschitz 
PRAY. 再 从 久 满足 的 方程 说 明 Av 是 M 上 局 部 L” 函数 . 因而 根据 线性 椭圆 正 
则 性 理论 ( 见 [M3, 6.2.5]), 我 们 得 到 u 是 局 部 LE, p < oo 的 . BTL, Aue L oc 
从 而 u € L316。. 重复 这 个 过 程 说 明 u 是 光滑 的 . 这 就 证 明了 引 理 7.1. 

附注 7.2 上 述 论证 中 光滑 性 假设 的 必要 性 是 , 假定 gey 是 Holder 连续 的 
以 及 hj; 是 Che 的 ， 那么 ， 能 说 明 u 是 Cla 的 . 

附注 7.3 如 果 假 定 u 满足 适当 的 Dirichlet 边界 条 件 , 引 理 7.1 的 证 明 直 
接 修 正 一 下 , 就 可 用 来 证 明 边 界 正 则 性 . 


在 调和 映照 理论 中 有 各 种 正则 性 问题 . 例如 , 可 以 问 弱 调和 映照 的 ， 驻 点 
的 , 能 量 极 小 映照 的 正则 性 问题 . 从 曲面 出 发 的 弱 调和 映照 的 正则 性 已 经 被 F. 
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Hélein [H] 所 证 明 . 具有 孤立 奇 点 的 调和 映照 的 正则 性 时 在 [SaU] 论文 中 证 明 
J. 我 们 下 面 的 定理 证 明了 从 曲面 出 发 的 驻 点 映照 的 正则 性 . 当 映 照 是 弱 共 形 
的 特殊 情形 被 M. Gruter [Gr] MMRR. T. Riviere 构造 了 从 三 维 出 发 流 形 的 处 
处 奇异 的 弱 解 的 例子 , 而 L.C.Evans [E] FI F. Bethuel [B2] 证 明了 任何 维 的 驻 点 
映照 的 部 分 正则 性 . 


定理 7.4 假定 n= dimM =2, 以 及 we LM, N) 是 能 量 泛 函 的 驻 点 . 那 
么 , Æ M 的 内 部 是 光滑 调和 映照 . 


WEAR 只 要 证 明定 义 在 单位 圆 盘 D 上 的 驻 点 映照 是 光滑 的 . 从 引 理 1.1 我 


{JANE K 
ð ə \ 0 ð 
(z) = | Ux (=) 一 Uy (5) — 24 (ue (5)im(5)) 

在 圆 盘 中 是 全 纯 的 . WR © SPE, 那么 u 是 弱 共 形 的 , 我 们 的 结果 就 从 [Gr 
文中 的 结果 得 到 . 否则 , 在 Di = {|z| < 4} 中 至 多 只 有 有 限 个 零点 z1,… ,zs. 
如 采 我 们 能 证 明 u 在 DiN{z ,zs} 中 是 光滑 的 , 那么 , 我 们 的 定理 从 [SaU 
的 结果 导出 . 这 样 , 我 们 将 问题 化 为 © E D 中 无 零点 的 情形 . 对 此 我 们 证 明 如 
下 . 设 f(z) 是 DD PRENAR, 在 D 中 满足 f? = -GB. 设 v(z) 是 实 调和 函数 ， 
定义 为 


2 


v(e) = 3Re | AOA 


这 样 v 满足 cy = sf, v(0) = 0. 定义 调和 函数 站 :万 一 NxR WG = (ulz), v(z)), 
并 观察 到 a 的 Hopf 微分 为 

o 2 
证 (z) = ©(z) + 4(=) (z) =0. 
这 样 & SSSI AAAS, 所以, 根据 (Gr) 的 定理 , 它 是 光滑 的 . 所 以 u 是 光滑 
的 , 我 们 已 经 证 明了 定理 7.4. 


附注 7.5 注意 到 推论 4.4 断言 了 任何 维 的 映照 的 部 分 正则 性 , 它 局 部 被 光 
as FERRER (JIEN. 不 清楚 任何 驻 点 映照 能 被 如 此 允 近 , 也 不 清楚 能 被 如 此 逼 
近 的 映照 是 驻 点 . 

我 们 现在 人 研究 极 小 映照 的 存在 性 问题 . 我 们 首先 回想 到 Dirichlet 问题 在 命 
题 2.4 中 是 用 直接 法 产生 极 小 映照 来 解决 的 . 如 果 除 了 固定 极 小 映照 的 边界 值 ， 
我 们 还 要 固定 它 的 同 伦 类 , 我 们 遇 到 的 困难 是 同 伦 类 一 般 在 L 中 不 是 弱 闭 的 . 


ee eee TT TT 
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E, 表示 所 有 同 伦 于 y 的 光滑 映照 v 的 能 量 的 下 确 界 . 很 人 前 Morrey 观察 到 
WR M =N = S”, n> 2 并 且 y 是 恒 等 映照 , 那么 , Ep = 0. 下 面 是 B. White 
[W] 的 一 个 一 般 的 结果 . 


命题 7.6 E, = 0 的 充 要 条 件 是 p 在 m 和 rz 上 诱导 的 同 态 是 零 


曾 有 多 个 作者 ([L], [SaU], [SecY21) 证 明了 从 曲面 出 发 的 且 在 m 上 有 一 定 要 
求 的 极 小 映照 的 存在 定理 . 为 明确 起 见 , 我 们 有 下 列 定 义 . 


定义 对 两 个 连续 映照 w 和, 如 果 它 们 所 诱导 的 同 态 映照 ww : zj (M, x0) 一 
mı( N, v(zo)) 以 及 px : n(M, 20) 一 TONP(ZO) 沿 着 某 条 从 v(zo) 到 w(zo) 的 
道路 o ÆA: PP v, = oloo, 那么 v Fe yp 是 了 一 等 价 的 . 


容易 看 出 L ( 甚 至 弱 ) 接 近 的 连续 映照 是 m- 等 价 的 . 这 样 我 们 看 到 如 果 
连续 映照 在 L? 中 是 稠密 的 , 我 们 能 用 连续 映照 的 m- 等 价 类 对 应 于 任何 映照 
u € L2(M,N) (相当 好 地 有 逼近 于 u 的 映照 )， 我 们 希望 在 噶 收 敛 的 时 保持 这 个 
mi — 等 价 类 , 从 而 在 m1 — 等 价 于 给 定 映照 的 w 类 中 构造 一 个 极 小 能 量 映 照 . 简 
单 的 例子 说 明 ( 见 [SU2]) 连续 映照 一 般 在 L?(M, N) 不 是 稠密 的 (关于 这 个 问题 
的 更 详尽 讨论 见 [B11]); 但 是 , WR dimM = 2, Æ [SU2] 中 证 明了 C”(M, N) Æ 
L2(M, N) 是 稠密 的 . 这 能 用 来 证 明 下 列 [ScY2] 中 的 结果 . 


定理 7.7 假定 dimM = 2, 并 且 y € C”(M, N). RZ, 存在 调和 映照 
u E C(M, N), È ti 一 等 价 于 y 并 且 在 所 有 和 一 等 价 于 y 的 L 映照 v FAHR 


小 能 量 . 


WEAR it Fo = {v € L?U(M, N) :wv 是 克 hi 一 等 价 于 wv}, 这 里 ve (M,N) 
fl 一 等 价 类 的 意义 是 光滑 通 近 映照 的 等 价 类 . 由 于 OF, 的 有 界 子 集 是 弱 闭 的 (从 
mE AA). 然后 , 用 直接 法 我 们 能 构造 极 小 能 量 映照 ve Fy. 而 采用 Morrey 
的 一 个 定理 [M2] 可 得 到 u 的 光 请 性 (如 [ScY2]). 这 就 完成 了 定理 7.7 证 明 的 概 
要 . 

上 述 结果 的 高 维 推广 更 为 复杂 . 想法 是 证 明 一 个 映照 ve LM, N) 能 被 映 
E a ao, MEE M 的 一 个 适当 选取 的 2 骨架 22 上 是 连续 的 . 由 于 x1(2?) 
在 到 x (M) 的 包含 映照 下 是 同 构 的 , 映照 a EXT 克 ni 一 等 价 类 . 可 以 证 明 能 量 
在 一 个 zi 一 等 价 类 中 能 极 小 化 . 下 列 结果 在 [W] 中 被 证 明 . 


定理 7.8 设 py € L?2(M,N), BZF, 为 Lf(M,N) 的 , Em- FoTo 的 
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映照 v 的 集合 (如 上 所 描述 的 ). 那么 , 存在 三 ,中 极 小 能 量 映照 uc Fo RB u 
的 正则 性 描述 如 下 . 


我 们 来 描述 极 小 能 量 映照 的 正则 性 , 特别 是 在 命题 2.4 和 定理 7.8 中 构造 
的 那些 映照 ， 那 些 结果 在 [SU1], [SU2] 中 被 证 明 ， 首 先 注意 到 光滑 调和 映照 
u: S” 一 NN, n2 SSAA SASS ABR u: Ret! — N, 定义 为 


T 


(x) = u( ) 对 x #0. 


|z| 
映照 去 称 为 切 映 照 . WR T E RH 的 紧 子 集中 是 能 量 极 小 的 , BA, TRA 
极 小 切 映 照 ， 这 类 极 小 切 映照 有 性 质 : 对 任何 有 界 区 域 Q c R+ 以 及 任何 映 
H v € (M, N) BE aN bv =a, 那么 我 位 有 Eol) < Eo(v) (实际 上 , 由 
于 去 的 齐 性 , RER Q 为 R+ 中 的 单位 球 ). 某 些 流 形 不 具有 非 平凡 的 切 映照 ; 
即 它 的 通用 履 盖 流 形 具 严格 凸 函 数 的 某 流 形 . 另 一 方面 ，[SaU] 的 一 个 定理 说 
明 任何 其 通用 覆盖 不 是 可 缩 的 紧 流 形 包含 一 个 调和 52, 即 非常 值 光 滑 调 和 映照 
u :2 一 六 .从 而 ,这 类 流 形 总 包含 切 映 照 . 切 映 照 T 是 极 小 的 条 件 显然 更 强 ， 
并 且 期 望 这 种 映照 元 是 稀少 的 ( 某 些 证 据 请 见 [SU3]). 切 映 照 表 明 一 般 地 调和 映 
照 将 有 奇 点 , 故 要 发 展 正则 性 理论 必须 允许 这 种 可 能 性 ，M 的 内 点 z 称 为 映照 
u 的 正则 点 , 如 果 u 在 z 的 一 个 邻 域 中 是 C1 映照 . 正则 点 的 集合 R 是 Int(M 
的 开 集 (可 能 空 ). R 的 补 集 记 为 S, 是 u HARE. 对 一 个 调和 映照 S 可 以 是 
非 空 的 , 这 被 切 映 照 嘉 所 揭示 . 集合 S 的 Hausdorff 维 数 ，dimS, 是 对 任意 给 定 
的 e, 实数 t 的 下 确 界 , 使 S 被 一 系列 的 球 {B, (zi;)} 所 覆盖 ,而 i <e. 
然 , 对 集合 SC M”, RITE 0 < dimS <n. [SU1] 的 内 正则 性 定理 如 下 . 


定理 7.9 BÆ u € L(M, N) 是 极 小 映照 那么 dimS < n 一 3， 特别 
地 , 如 果 n =2, S=0. wR n = 3, 那么 ，S 是 离散 点 集 ， 进 而 ,如果 对 
2<p<q, AR 到 六 的 每 个 极 小 切 映照 是 常数 , AA, dimS =n — q — 2 (如 
An<q+2,S=0). PR n=q4+2, 那么 S 是 离散 的 . 


附注 7.10 定理 7.9 中 n= 2 的 情形 曾 被 Morrey [M2] 所 证 明 . 对 一 般 变 
分 极 小 化 的 函数 组 的 部 分 正则 性 被 Giaquinta-Guisti [GG1][GG2] 所 得 到 . 他 们 
定理 的 n = 2 情形 在 Morrey [M1] 更 早 的 文章 中 已 经 证 明了 . 

附注 7.11 在 [SU2] 的 文章 中 边界 正则 性 已 经 被 研究 了 . 其 中 证 明了 极 小 
映照 在 边界 OM 的 一 个 邻 域 中 是 正则 的 ， 只 要 加 上 Dirichlet WHALE. [GG1] 
文中 的 想法 已 经 被 Jost-Meier [JM] 推广 到 边界 , 用 来 证 明 极 小 能 量 型 积分 的 椭 
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88. 热 方程 法 和 非 紧 目标 流 形 


Eells 和 Sampson [ES] 开创 了 将 热 方程 法 应 用 于 证 明 Riemann 流 形 间 调 和 
映照 的 存在 性 : 他 们 研究 了 M 是 紧 致 无 边 的 ，N 具有 非 正 截面 曲率 (并 且 是 紧 
的 或 者 是 具 通 人 条 件 的 完备 流 形 ) 的 情形 . 后 来 ，Hamilton [Ha] 成 功 地 运用 热 
方程 法 得 到 了 带 边 界 流 形 M 的 调和 映照 ,当然 预先 规定 边界 条 件 (Dirichlet 边 
界 条 件 或 Neumann 边界 条 件 ). 这 一 节 , 我 们 将 用 热 方程 法 研究 紧 致 具 非 空 边 
界 流 形 到 任意 完备 具 非 正 曲率 流 形 的 Dirichlet 边 值 问题 . 我 们 先 引 用 Hamilton 
的 结果 , 而 关于 它们 的 证 明 , 请 参阅 他 的 书 [Ha]. 

wpe M, Hi {ew : a = 1,…,n} 是 定义 在 p 的 一 个 邻 域 中 M 的 切 空 
fa SGT RME. 设 {f; : i = 1,… ,k} 是 局 部 定义 在 up) 的 邻 域 中 N 
的 单位 正 交 标 架 . 设 {0。 : a =1…,n} 和 {wi : i = 1,… ,kk} 分 别 是 {ea} 和 
{fi} 的 对 侦 余 标 染 . 我 们 先 回 顾 M 和 NN 的 结构 方程 


dba = 》 bag ^08, Pap = —0pa 
B=1 


k 
dw; = Wij A 0;, Wij = —Wji 
j=l 


这 里 {Oa} 和 {wij} 是 由 上 述 方程 所 确定 的 联络 1 形式 . MA N 的 曲率 张 
量 Kopys 和 Rijim 由 下 列 公 式 给 出 


n 1 n 
dhap = 》 bay ^ O46 — 5 >》 Kops, ^ 95 


Y=1 y,ĝ=1 


k k 
1 
dwi; = Wim A Wmi 一 一 RijimWi MN Wm. 
2 ”2 dX ™“_ 
曲率 张 量 Kogyo, Rijn 满足 通常 的 对 称 性 . 
MERE u: (ab) x M > N 是 光滑 映照 . 记 


x 


U“ Wi = Uialta + uitdt 


其 中 ge 和 wi, 1 < a < n, 1<i<k DH M 和 NN 上 的 局 部 单位 正 交 余 标 
架 场 . 我 们 来 研究 调和 映照 热 方程 的 初 值 问题 . BL uo 是 给 定 的 从 M 到 N 的 映 
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E. 我 们 寻求 映照 v :0,co) x M 一 NN 满足 


Uit = Y tiaa for 1 <ic<k 
u(0,p) = uo(p) forpe M (8.1) 
u(t,p) = uo(p) for t € [0,co) pe OM. 


上 述 热 方程 的 右 端 是 映照 u 关于 MAN 正 交 标 架 下 的 张力 场 . 
下 列 命题 是 Hamilton 工作 的 推论 . 


命题 8.1 假定 M 是 紧 致 有 边 的 Riemann 流 形 , 而 N 是 完备 有 具 非 正 截 面 
曲率 的 流 形 . AA, 存在 < co 使 得 (8.1) 有 一 个 解 u : [0,T) x MON, 它 在 
0.T)x M 一 N 是 连续 的 , 而 除了 {0} x 6M 是 O”. 并 且 , 如 果 的 像 落 在 N 
的 一 个 紧 集 中 , 那么 , T 可 被 增加 . 如 果 , 紧 集 不 依赖 于 T, RANGER T = oo 并 
存在 Cee 调和 映照 :MM 一 N 满足 


Uco(p) = uo(p), WT pe om, 
相对 于 边界 OM, woo MEF uo, 
并 且 在 C” 拓扑 下 ， limp. u(t, +) = uol). 


命题 8.1 的 第 一 个 结论 取 自 [Ha, 第 IV 部 分 , 11 节 ]. 第 二 和 第 三 个 结论 取 
A [Ha, p. 157-158], 其 中 我 们 将 像 落 在 目标 流 形 的 凸 域 的 条 件 改 成 u 的 像 落 在 
N 的 紧 子 集中 的 假定 . 从 [Ha, 第 V 部 分 ，13 节 ] 得 悉 不 一 定 要 取 上 一 co 的 子 
序列 这 个 事实 . 

我 们 将 证 明 如 果 M 是 紧 致 有 边 的 流 形 , 而 N 是 具有 非 正 截面 曲率 的 完备 
流 形 , 那么 , 热 方程 的 解 得 到 的 映照 的 像 包含 在 N 的 固定 紧 子 集中 . 根据 命题 
8.1, 这 就 建立 了 预定 边界 值 和 预定 同 伦 类 的 调和 映照 的 存在 性 . 

假定 u: [0,T) x M 一 N 是 热 方程 (8.1) 的 解 . 设 {0a} 以 及 {w,} 同上 ,并 
且 对 1 <i<k, 定义 wa 和 wii 为 

UW; = ` tiala + uidt. (8.2) 
我 们 令 u: M 一 和 N 是 由 
ut(p) = u(t, p) 
给 定 的 映照 , 这 里 pe M. 函数 
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在 [0,T)xM 是 良 定 的 , 对 固定 的 t 它 作为 M 上 的 函数 我 们 来 计算 它 的 Laplace. 
我 们 有 


, 
u) =2 ( ` uituita ) =2 ` ufta +2 ` UitUitaa, (8.3) 
1 一 1 ~ iQ 1, 


这 里 Uita 以 及 UitaB 定义 为 


k n 
dM uit 十 ` UjtU Wiji = ` Uitala, (8.4) 
j=1 = 
k 
dM Uita 十 > Ujta, Wji + 3 Uith Ba = 一 > UitaB tp. (8.5) 
7 二 1 B=1 B=1 


我 们 已 经 记 d= dy + Zt. Xİ 1 <i, j <k EX ay 为 
2 Wi; 一 Uy Wi + Qijdt. (8.6) 


现在 ， 令 Uiat, UiatB, UiaBt 定义 为 


Ou; k 
十 》 jaaji = tiat, (8.7) 
j=1 
k 
dM Uiat + ` Ujat Ur Wiji + > UiBtOBa = = 3 Uiat80p, (8.8) 
7 一 1 =] B=1 
OuiaB 
a 十 > UjaBazi = UiaBt- (8.9) 
q=1 


我 们 希望 用 交换 指标 来 重新 表示 wataa, 为 此 我 们 外 微分 (8.2) 式 并 且 取 出 包含 
dt 的 项 , 得 到 


Ollia 


Up Wij A ujtat 十 Qijdt AN Ujala = Dt dt \ Oa + dau uit A dt. 
整理 后 并 应 用 (8.4) 和 (8.7), Sl <i<ki<a<n RIA 
Uita = Uiat- (8.10) 


外 向 分 下 列 方 程 


duia + > Uja wji + 3 uigh Ba = 3 uiagg5 + uiatdt, 
q=1 B=1 B=1 
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并 且 取 出 含 dt 的 项 , 整理 并 应 用 (8.7), (8.8), (8.9), 我 们 得 到 公式 
UiatB — UiaBsBt = — RijimUjatlgumt- (8.11) 
从 (8.1), (8.10) 以 及 (8.11) 我 们 有 


》 UitUitaa 一 X UitUiata = — X RijimUiaUjttlaUmt + Wit Uitt- 
1,0 1,2 


i,j l, m,a 
因而 ，(8.3) 变 为 


~ Zeu 


Ak(u) +2 +22 Mit — 2 ` RijimUiajtUlaUmt- (8.12) 


1,9,k,l,a 


我 们 将 需要 下 列 标准 的 M 上 的 Sobolev 不 等 式 . 
引 理 8.2 存在 只 依赖 于 M 的 常数 c 使 下 列 不 等 式 成 立 (假定 n > 2) 


(/ hdvm) * < ef IVh] dum, 
M M 


其 中 h 是 任意 光滑 函数 且 在 边界 OM LRE h=0. WR = 2, 那么 , 对 任何 
p> 2, 我 们 有 


(na < elp) | [VaP aoa 
我 们 现在 来 推导 函数 k(w) 的 指数 衰减 估计 . 首先 , A Ro ea TP. 


引 理 8.3 BEM 是 紧 致 有 边 的 流 形 以 及 N 是 完备 的 具 非 正 截 面 曲 率 的 
流 形 . 设 以 :|[0,T)x MoN 是 热 方程 (8.1) OH. 令 we (0,1)N(0,T/2). 那么 
下 列 不 等 式 对 t € (u,T) RE 


f (u)(t,2)don4(2) < ce", 
M 
这 里 c,e > 0 是 不 依赖 于 的 常数 . 
WEAR 由 于 的 截面 曲率 是 非 正 的 , 公式 (8.12) 意味 着 


On(u) 2 
Ak(u) 之 At + 2 2 Uita: (8.13) 


现在 |Va(u)|? = 4 Zaai (Zim wuia) < Anfu) Zia Utas 所 以 ，(8.13) 意味 着 


Ak(u) > one) + 2|\Vi/«(u)|?. (8.14) 
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对 上 >0, 在 6M E, k(u) = Vk(u) = 0, 积分 (8.14), 我 们 得 到 
< (Wdvm 十 2 f [Vy k(u)|?dvm < 0. (8-15) 
利用 Poincaré 不 等 式 , 我 们 有 
cf K(u)dum < 2 (Vy/K(u)l?, 


其 中 e 只 依赖 于 M. 将 这 式 和 (8.15) 结合 起 来 给 出 


d 
7 (es f «(u)dom ) < 0. 


将 它 在 [u t] ERA SFE 8.3 的 结论 . 


5 引 理 8.4 设 M, N, T, 以 及 4 同 引 理 8.3. BA, 对 te (2n,T), 下 列 不 等 
A 


max K(u)(t, 2) < ce™® 
EM 
RŽ, 其 中 c, ce > 0 是 不 依赖 于 + 的 常数 . 
WEAR HH (u) Fe (8.14) 式 并 在 M 上 积分 得 到 
J klu)’ IRD ay UM 十 2 f nl (uj? THV Klu) dum < 0 
M 
其 中 我 们 已 经 丢掉 了 分 部 积分 后 的 负 项 . 这 能 改写 成 
5 [re (u)Pdony + - f Vr(u)?/?]dum < 0. (8.16) 

利用 引 理 8.2 的 Sobolev 不 等 式 给 出 


d N 1/ 和 | 
— u)” dvm tze (f w u)” dum) < 0, (8.17) 
dt M 


其 中 令 aug (在 n= 2 时 我 们 可 取 入 为 大 于 1 的 某 固定 数 ). 不 等 式 (8. t6) 
意味 着 对 任何 p>1, fag “(wu)?dvm 古寺 的 非 增加 函数 , 将 (8.17) Æ [t -— ô, t] 积 
分 , 并 利用 fy r(w)?*dvm 是 二 的 非 增加 函数 的 事实 , 我 们 有 


(/ (uP (t, zj)donr(z)) 1/A < n 本 K(u)?(t — 6, x)duyy(z). 
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这 个 不 等 式 对 任何 5 € (0,p), t E€ (mT), p 之 1 成立 . Q i TEREK, 并 且 取 
p=, ô = p27, 又 用 t-te o M27 J) 替代 t. 那么 , 我 们 有 


—1_ cr + a4 
(Ji+1) AT < ( ) (Ji) >, (8.18) 
这 里 我 们 引进 了 记号 
. — — 一 7 一 L Y 
J; 人 ko 过 人 We r)dvm (2). 
Xt i=0,1,--- ,! 用 (8.18) 进行 迭代 , 我 们 有 


(JTJ < [Tou -1)379 25" | Jo. (8.19) 


1=0 


BOT, 我 们 可 验证 , 对 所 有 L, 
How =i )312 RgC. 


现在 , 利用 fy e(u) dvw 是 t 的 非 增加 函数 , 我 们 看 到 
J klu)" t, 2)\du (x) < Jaa. 
M 
这样，(8.19) 意味 着 
(/ «(uy (t, x)dunr la) ) < ef K(u)(t — u, xz)dum (z) 
M M 
对 tE (2u, T), +k > œ, 我 们 有 
max k(u)(t, xz) < ef K(u)(t — u, z)dvum (z). 


如 果 te (2u, T), 我 们 利用 引 理 8.3 得 到 所 要 的 不 等 式 . 
我 们 现在 可 陈述 存在 性 定理 . 


定理 8.5 假定 M 是 紧 致 具有 ( 非 平凡 ) 边界 的 流 形 , 而 N LASKY, 
具 非 正 截面 曲率 . Hu: M 一 N 是 CH 映照 ， 那么 ,存在 一 个 CO 映照 
u:M 一 NN, 满足 在 边界 OM Ł u= u, FH u (相对 于 OM) 同 伦 于 uo. 
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WEAR 对 固定 的 ze M, 我 们 考虑 t 参数 曲线 {u(t,zx) : 2u 和 上 < Th, 并 计 


算 它 的 长 度 1 7 
[= h, EG x)dt = h, \/ K(w)(t, x)dt. 
根据 引 理 8.4, 我 们 有 


l< “cry2e-ow 
一 个 不 依赖 于 z 和 了 的 界 . 这 意味 着 的 像 落 在 N 的 一 个 紧 致 子 集中 , 应 用 
命题 8.1, 就 得 到 所 要 的 存在 定理 . 


附注 8.6 值得 指出 一 般 地 当 N 是 非 紧 具 非 正 (甚至 严格 负 ) 截面 曲率 流 
形 , 而 M 是 紧 致 没有 边界 的 流 形 时 , 存在 性 不 一 定 成 立 ， 简 单 的 反例 在 [ES， 
p.155] 中 给 出 , 其 中 N 是 3- 维 空间 中 的 旋转 曲面 而 M 是 S1. 这 个 例子 说 明 
M 没有 边界 时 ，% 的 像 不 必 在 N 的 紧 子 集中 . 
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第 十 章 ”Soblev 空间 和 到 度量 空间 的 
调和 了 映照 


在 这 一 章 , 我 们 描述 [KS] 文中 发 展 的 Sobolev 空间 理论 的 工作 , UEMA 
内 蕴 观 点 的 基本 调和 映照 的 工作 , 而 不 需要 目标 流 形 的 光滑 性 ，Jost [J [J] 独立 地 
发 展 了 相同 的 理论 , 并 允许 出 发 流 形 也 是 奇异 的 . 对 光滑 的 出 发 流 形 , 他 的 结果 
不 及 这 里 叙述 得 详尽 . 特别 地 , 他 没有 导出 Sobolev 映照 的 逐 点 性 质 , 也 没有 我 
们 得 到 的 调和 映照 的 逐 点 性 质 . 

当 我 们 研究 Riemann 流 形 间 映 照 的 变 分 问题 时 , 必须 考虑 一 类 空间 , 记 为 
WP, X). XE, Q 是 Riemann 流 形 的 一 个 紧 致 区 域 ，X 是 另 一 Riemann Fi 
形 ，p e [lco), 而 Wi 表示 映照 的 一 阶 导数 是 L?(Q) 的 . 对 p >n, 这 样 的 映 
AA ere, 并 且 , 对 应 的 空间 WO, X) 可 以 给 于 光滑 的 Banach 流 形 的 结 
构 . 这 是 因为 , 4 p > n 时 , 任何 按 Wl? 距离 接近 于 wo 的 映照 能 描述 为 w 的 
BA/BS. Wh? 形变 的 线性 空间 因而 是 WO, X) 的 局 部 模型 的 Banach 
空间 . 对 p <n 这 是 不 可 能 的 , 空间 WiO, X) 的 定义 就 不 很 清楚 . 这 个 问题 
首先 被 C. B. Morrey Æ n = dim = 2 以 及 p = 2 AFRE EI. 他 花费 了 很 大 的 努力 
给 出 这 个 空间 的 定义 . 最 近 人 们 研究 了 J. Nash ASH AGERE, 并 将 X 看 成 欧 几 
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里 得 空间 R* 的 光滑 子 流 形 . WRR WO, X) 定义 为 映照 的 像 实质 上 是 
落 在 X 中 的 映照 组 成 的 Banach 空间 WY?(Q, RRK) 的 子 集 , 这 就 给 出 了 很 多 情 
形 下 可 行 的 定义 . 这 就 是 前 一 章 我 们 所 采取 的 方法 . 这 个 定义 在 完美 性 上 的 大 
缺 是 空间 WHO, X) 应 该 只 依赖 于 X 的 度量 而 不 依赖 于 X 在 RK 中 的 能 入 . 
如 果 要 人 研究 到 不 是 光滑 Riemann 流 形 的 空间 X 的 映照 时 , 更 大 的 困难 就 发 生 
了 . 那 类 空间 包括 具 奇 点 的 Riemann 空间 , 光滑 的 Finsler 流 形 , 或 者 一 个 无 限 
维 流 形 . 本 章 的 第 一 市 , 我 们 发 展 了 解决 这 个 问题 直接 的 内 药方 法 , 并 对 任何 完 
备 度 量 空间 (X,d 定义 WQ, X). 证 明了 对 和 = 下 所 定义 的 空间 化 为 通常 
的 WH?(0), 而 对 X 是 光滑 紧 致 流 形 时 , 化 为 上 面 描述 的 空间 . 我 们 也 推导 了 对 
建立 变 分 理论 重要 的 结果 . 包括 p 一 能 量 下 半 连 续 性 ，Rellich- 型 的 紧 性 结果 , 以 
及 映照 到 超 曲 面 限制 下 的 Lah Be. 

为 了 说 明 Sobolev 空间 理论 的 思想 , 为 记号 简单 起 见 , 假定 O CR" 是 欧 氏 
空间 的 区 域 . 如 果 u: 9 一 和 是 一 个 映照 ，z sm, FAV eR, 我 们 能 给 出 u 
to 立方 向 导数 的 模 的 定义 为 


ju.(V)| = lim ( : 


为 了 定义 p- Sobolev 能 量 , 我 们 能 将 距离 商 提 高 到 p 次 方 , 在 单位 向 量 V e S"-: 
上 积分 并 且 令 


e(z) = [.. (Aue) ute 十 Oaet). 


那么 ，p 一 能 量 密度 e(x) 是 就 是 当 « 一 0 时 ee(z) 的 极限 . 51 中 的 主要 结果 是 测 
BF ee(z)dz 当 < 一 0 时 以 几乎 单调 的 方式 ( 弱 ) 收敛 , 只 要 它们 的 全 质量 是 一 致 
有 界 的 . 进而 , 证 明 对 p > 1 极限 测度 关于 Lebesque 测度 是 绝对 连续 的 , 所 以 
能 写成 e(z)dz, 这 里 e(z) 是 Li PR. 这 个 收敛 性 的 结果 可 认为 距离 空间 X 中 
连续 曲线 7 : [0,1] 一 XX 长度 的 定义 ，ee(z)dz 的 单调 性 类 似 于 由 


>, Uy (a), YTi1) 


Se BEANIE, 当 分 割 {zo…… ,zm} 细 化 时 , 上 式 是 增加 的 . 单调 性 质 的 证 
明 只 依赖 于 三 角 不 等 式 和 变量 的 审慎 的 选取 . 测度 ee(z)dz ER RES 
出 空间 WP (0, X) 的 合理 定义 中 是 本 质 的 . 如 果 我 们 不 得 不 选取 子 序列 si 一 0, 
我 们 就 不 能 证 明 Q 上 的 能 量 极 小 映照 也 是 的 子 区 域 上 的 能 量 极 小 映照 . 能 
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量 的 绝对 连续 性 在 很 多 进一步 结果 中 也 是 重要 的 . 这 两 个 性 质 在 能 量 极 小 映照 
的 分 析 中 大 量 被 用 到 . 

在 82 我 们 对 给 定 AN 上 的 边界 值 构 造 到 非 正 曲 率 的 Alexandrov 空间 的 极 
小 能 量 映照 (p = 2). (曲率 条 件 用 三 角形 比较 的 语言 描述 , 明确 的 定义 见 (2.1).) 
这 里 Alexandrov 空间 是 完备 的 距离 空间 , 其 中 任何 两 个 点 能 被 长 度 为 其 间距 离 
的 一 条 曲线 相连 接 . 用 三 角形 (或 四 边 形 ) 比较 来 定义 距离 空间 中 的 曲率 界 是 属 
于 澳大利亚 数学 家 A. Wald 在 1930 年 代 的 工作 [Wa]. 俄罗斯 以 Alexandrov 为 
惠 数 学 学 派 从 1940 年 代 起 进 一 部 发 展 了 这 方面 的 工作 . 

由 于 能 量 在 非 正 曲率 的 假定 下 满足 强 凸 性 , 我 们 对 Dirichlet 问题 能 构造 ( 唯 
一 的 ) 极 小 能 量 映照 . 我 们 不 要 求 空 间 X 是 局 部 紧 的 . 我 们 证 明 极 小 映照 在 9 
的 内 部 是 Lipschitz 的 , 其 Lipschitz 常数 是 局 部 有 界 的 , 而 该 界 依赖 于 总 能 量 和 
到 边界 OO. 的 距离 . 这 里 给 出 的 连续 性 的 证 明 有 赖 于 Eells-Sampson 的 Bochner 
型 公式 的 粗 形式 ， 到 非 正 曲率 距离 空间 的 极 小 映照 的 边界 连续 性 最 近 已 被 工 
Serbinowski [Se] 所 得 到 . 他 的 结果 说 对 任何 a < 1, 极 小 映照 直到 边界 是 Co 的 ， 
只 要 边 寞 映照 也 是 Co 的 . 

在 82.3 推导 了 一 个 重要 性 质 , 它 对 进一步 发 展 调和 映照 理论 是 有 用 的 . 这 
一 性 质 告 诉 我 们 任何 到 非 正 曲率 空间 的 有 限 能 量 映照 有 一 个 诱导 距离 函数 , 它 
产生 一 个 无 穷 小 Riemann 度量 . 这 样 , 就 能 写 出 到 光滑 Riemann 流 形 的 映照 持 
TAE ( 迹 ) 公式 . 注意 到 , 对 一 般 的 以 度量 空间 X 为 目标 流 形 的 情形 , 这 个 诱 
导 度 量 只 能 是 Finsler 度量 . 

TE 82.5 T, 我 们 发 展 了 到 非 正 曲率 弯曲 空间 映照 的 某 种 一 般 的 平均 化 方法 . 
我 们 将 平均 化 减 小 能 量 的 一 般 原理 量化 . 然后 我 们 利用 那些 结果 来 研究 同 伦 和 
等 变 上 映照 问题 . 明确 地 说 , 我 们 考虑 完备 Riemann 流 形 M 的 通用 履 盖 空间 M 
到 非 正 曲率 弯曲 距离 空间 X 的 等 变调 和 映照 的 存在 性 .假定 那些 映照 对 于 给 
定 的 同 态 p :TT 一 Isom(X) 是 等 变 的 , 这 里 = mn(M). 在 假定 下 是 有 限 生成 
的 条 件 下 我 们 构造 了 一 个 局 部 Lipschitz 等 变 映照 , 其 局 部 Lipschitz 常数 的 界 
依赖 于 “平移 函数 ”65 :和 一 有 + 的 下 确 界 ( 见 2.6 iii). 如 果 M 是 紧 的 , 这 产 
生 了 一 个 具有 关于 其 总 能 量 的 最 佳 界 的 有 限 能 量 的 等 变 映照 . 然后 我 们 用 局 部 
Dirichlet 问题 以 及 精细 的 平均 化 讨论 构造 一 个 一 致 的 局 部 Lipschitz 极 小 化 序 
列 . 在 出 发 流 形 具 有 非 空 边界 , 或 当 映 照 是 紧 空间 之 间 映 照 的 提升 的 条 件 下 , 我 
们 证 明了 极 小 化 序列 的 收敛 性 . 

到 光滑 非 正 曲率 流 形 的 调和 映照 理论 从 J. Eells AIH. Sampson 的 工作 开始 
[ES], 而 Hamilton [Ha] 解决 了 出 发 流 形 有 边界 时 的 相应 问题 . 那些 理论 的 发 展 
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都 用 了 热 方 程 方 法 .运用 能 量 的 凸 性 , 用 变 分 的 方法 得 到 那些 结果 是 被 本 书 作 
者 之 一 给 出 的 [Sch]. 在 Gromov 和 Schoen [GS] 的 文章 中 , 将 结果 推广 到 局 部 紧 
的 非 正 曲率 的 多 面体 空间 , 并 应 用 于 离散 群 的 刚性 问题 . 我 们 这 里 的 工作 是 那些 
结果 的 很 强 的 推广 . 


§1. 到 距离 空间 映照 的 Sobolev 空间 理论 


FLIX — TH, 我 们 对 Riemann 区 域 (Qg) 出 发 到 完备 距离 空间 (X,d) 的 映 
照 构造 空间 WiO, X) (对 p>1) 以 及 BVR, X) (对 p= 1). 我们 只 用 目标 流 
形 中 的 三 角 不 等 式 来 定义 Sobolev 空间 , 很 像 研 究 距 离 空 间 中 可 求 长 曲线 的 情 
Æ. 事实 上 , 我 们 的 方法 显示 了 曲线 论 的 高 维 (以 及 高 p) 的 推广 . 

我 们 在 §1.1 回顾 了 L?(Q, 久 ) 的 定义 . 对 固定 的 ve LQ, X), 利用 距离 函 
Wd 来 度量 在 x 的 e- 领 域 中 的 平均 位 移 , 我 们 构造 一 个 近似 的 能 量 密度 函 
数 ec(z). 我 们 对 称 地 平均 化 , 以 至 如 果 X =R 以 及 u 是 光滑 , BAM e 一 0 
时 ee(z) 一 czlVu(z)j|2， 由 于 技术 上 的 原因 , 用 各 种 对 称 化 平均 是 方便 的 : 在 
(1.2i) 我 们 首先 定义 实质 上 如 引言 中 描述 的 ee(z), REN d?(u(z),u(y)) 的 平 
I, 这 里 y 在 zx 为 中 心 的 s- ER 5S(z,e) P. 然后 , 对 区 间 (0,2) 上 的 适当 测度 
v 我 们 定义 ,ee(x) 是 球面 上 平均 exe(z) 的 平均 (关于 dv (和))). 虽然 这 个 过 程 技 
术 上 是 有 用 的 , 但 它 增 加 了 我 们 讨论 复杂 性 的 层次 . 为 了 将 注意 力 集中 在 构造 
Sobolev 能 量 测度 主要 思想 , 我 们 将 在 这 个 综述 中 限于 欧 氏 空间 作为 出 发 流 形 以 
K v 的 选取 (1.2 vii) 导致 实心 球 上 的 平均 : 


Ee(7) = (n + p) / eee (1.03) 


B(zx,£) EP en 
ec(Z) (FEF OQ 外 ) 是 有 界 连 续 函 数 , 并 且 对 应 的 测度 ee(z)dz 对 f € C.(Q), 
借助 于 积分 , 定义 了 线性 泛 函 E(f). 对 ve LO, X), 我 们 说 它 有 有 限 能 量 E, 
只 要 


sup lim sup E(f) = E < œ. (1.0ii) 
O<f<1,fEC.(Q) < 一 0 


在 这 时 , 我 们 记 we W1?(Q,X), WR p> 1 或 veBVQ,X) 如 果 p=1( 见 
1.3). 对 这 样 的 u, 我 们 证 明 极 限 


lim Ee(f) = E(f) 
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对 每 个 f e C.(0) 存在 . 这 一 部 的 关键 思想 是 “ 细 分 引 理 ”( 引 理 1.3.1), 它 推 
广 Theos E TEO EAEI 由 于 泛 国 五 是 线性 并 且 是 有 界 
的 (1.0ii), 从 Reisz 表示 定理 得 到 , 对 映照 u, 存在 一 个 能 量 密度 测度 de, BAIS 
WAE esdug 一 de, 以 及 eQ) = E. 我 们 这 里 对 特别 的 近似 能 量 泛 函 (1.03) 
和 欧 氏 空间 作为 出 发 流 形 的 情形 , 概述 细 化 引 理 和 它 的 结论 . 对 fe C.(Q) 以 及 
f > 0 和 > 0 我 们 定义 稍微 大 一 点 的 阻 数 


felz) = f(x) +w(f,€)(z). 


这 里 w(j sj(z) 是 f FE B(z,s) 中 的 振荡 函数 (1.3iii)， 对 充分 小 es > 0, fec 
C.(Q). 现在 , 将 区 间 [0,1] 分 割 为 长 度 为 M, i = 1,… ,m 的 子 区 间 . 细 化 引 理 
是 不 等 式 

Eel f) YP < > di(Exe(fe))'””. (1.0 iii) 


这 个 不 等 式 是 (X,d) 和 L? 三 角 不 等 式 迭 代 的 结果 , 我 们 说 明 如 下 . 我 们 可 以 记 
E.(f) =(n+p) J [fos (1.0iv) 


E€ 


对 充分 小 的 。> 0, z 在 /的 支 集中 并 且 |y 一 z| < e, 我 们 将 线段 zy ANKE 
为 lz -yl 的 若干 辟 并 且 称 对 应 的 分 割 为 


t = T0, 1;,..., m = Y. 


(X,d) 的 三 角 不 等 式 意味 着 


Ms: 


1 


w. 
l 


这 样 , MER LP? 三 角 不 等 式 , 我 们 有 
1/p 
f)? < > ane +p) shins yee! a =) . (1.0v) 


1 
Hi = ` Àj. 
7 二 1 
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那么 , 我 们 有 估计 


dxdz; 


n 
t 


_ kiyn; dti di-ldzi 
= Sy dX;_1 u? = dP 


f(ti-1) S f(x) +w(f,e)(z) = fe(z) 


1Z 1 一 Til < 和 iE. 


dxdy = 


利用 那些 估计 (并 且 也 要 乘 和 除 以 Ni), 我 们 看 到 (1.0v) AER (1.0iii) 

细 分 引 理 意味 着 极限 测度 的 存在 性 , 因为 它 给 出 了 < 减 小 的 时 候 , 近似 能 量 
增加 的 定量 估计 . 特别 地 , 对 固定 的 e, 我 们 令 e 充分 小 , 并 且 取 A = oy (这 
里 [] 表示 极 大 整数 函数 ), 导出 


Evesee(f) < Bel fe) 


作为 (1.0iii) 的 特别 情形 . RIS e — 0 并 且 注 意 到 数 E.(f) 随 。 连续 地 变 
化 (因为 我 们 用 了 球 平均 近似 能 量 密度 ), 得 到 


E.(f) < lim inf Ee (fe). 


注意 到 
Ee (fe) 一 E.(f) + Ee (w(f, €)(x)) 
并 且 利 用 有 限 能 量 假定 我 们 看 到 


lim sup E-(f) < lim inf E(P). 
E 一 0 E “一 


这 说 明 极 限 泛 函 在 非 负 函数 空间 f es Ce(Q) 上 是 良 定 的 , 容易 知道 极限 泛 函 在 

C.(Q) 的 所 有 空间 上 是 民 定 的 , 从 而 推出 了 极限 Sobolev 能 量 测度 的 存在 性 . 
我 们 在 §1.2—81.5 将 上 述 讨论 具 体 展开 . 那些 引 理 分 开 来 安排 为 我 们 在 

§1.7 中 构造 Sobolev 映照 的 方向 能 量 测度 时 便于 再 用 到 它们 . 这 时 , 固定 一 个 

Lipschitz HEH Z 并 且 和 定义 s- 通 近 能 量 密度 为 

dP (u(x), u(Z(x, €))) 

EP 

其 中 5(z,s) 是 从 z HAW, 沿 2 方向 e 时 间 后 的 点 . 近似 方向 能 量 测度 也 收敛 

于 一 个 极限 测度 ， FF AE §1.8 证 明 Sobolev 能 量 是 方向 能 量 的 一 个 平均 , 并 推 

叶 了 方 同 能 量 的 一 些 有 用 估计 和 性 质 . 


“e.(2) 一 ’ 


ee 
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在 81.6 我 们 证 明了 Sobolev 能 量 的 下 半 连 续 性 . 如 果 
{ui} c WP? (O, X) (或 {ui} C BV(Q, X)) 


是 一 臻 有 界 能 量 的 序列 , 并 且 , 如 果 在 LP (0, X) 中 wi — u, AKA, u 是 能 量 有 限 
的 映照 并 且 它 的 能 量 测度 de 满足 


de“ < liminf de™. 
t— CO 


在 这 一 下 我 们 也 验证 了 当 X = RRNA CIB Sobolev (以 及 
BV) 空间 , 也 验证 了 能 量 密度 与 所 预期 的 相符 合 . 

在 81.9 我 们 发 展 了 方向 能 量 的 可 微 性 理论 . 限于 辐 量 场 的 积分 曲线 , 能 约 
化 到 从 区 间 到 X 的 有 限 能 量 映照 , 因而 能 模拟 经 典 的 微分 理论 . 最 后 的 结果 ( 定 
理 1.9.6) 是 : 对 p > 1, 方 同 能 量 关 于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 , 所 以 对 LP 
PRN |u.(Z)| 能 写 为 


jux (Z)? dpg(7), 


并 且 对 v 的 适当 选取 ，e 一 近似 能 量 几乎 处 处 收敛 于 |wu.(2)|?. 然后 , 在 81.10 节 ， 
不 难说 明 在 p > 1 时 ，Sobolev 能 量 测 度 也 能 被 L! 密度 函数 所 给 出 . 

在 81.11, 我 们 罗列 了 方向 能 量 密度 函 数 的 一 些 估计 , 它们 在 82 是 需要 的 . 从 
Lipschitz 区 域 出 发 的 Sobolev 映照 的 Le 迹 理 论 在 §1.12 HRI. 我 们 的 方法 是 
利用 辅助 模 截 向 量 场 , 并 且说 明 u 沿 着 几乎 处 处 对 应 的 积分 曲线 有 良 定 的 极限 ， 
也 就 是 我 们 按照 经 典 的 方法 . 在 定理 1.12.2 中 , 我 们 证 明了 在 L?(Q,X),p > 1 中 
收敛 于 一 个 极限 映照 的 有 限 能 量 映照 的 序列 具有 对 应 的 迹 映照 也 在 LP (00, X) 
中 收敛 的 性 质 . 我 们 也 给 出 了 具有 相同 迹 的 映照 u, v 特征 , SE PRA d(w,v) ER 
零 迹 的 Sobolev 函数 .那些 性 质 在 第 二 节 中 研究 极 小 能 量 映照 是 有 用 的 . 定理 
1.12.3 HH: 如 果 O 可 分 解 为 Liptshitz 子 域 , 那么 , 在 边界 上 具有 相等 迹 的 有 限 
能 量 映照 合 起 来 定义 了 Q 上 的 有 限 能 量 映照 , 它 的 总 能 量 为 各 个 能 量 之 和 . 这 
个 定理 将 在 82 用 到 , 那里 我 们 用 替换 原理 研究 等 变调 和 映照 问题 . 

最 后 , 在 $1.13, 我 们 给 出 了 预 紧 性 定理 , 它 推广 了 在 WQ, R) 中 (或 在 
BV(Q, R) P) 的 一 致 有 界 模 序列 在 L?(Q,RR) 中 有 收敛 子 序列 的 结论 . 我 们 在 第 
十 不 用 这 个 结果, 但 是 , 相应 的 工具 在 那里 就 绪 , 结果 也 就 目 然 很 快 得 到 了 ， 
而 我 们 给 出 了 这 个 结果 . 
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81.1 预备 定义 


如 果 (0,9) 是 Riemann 流 形 (M, 9) 的 连通 开 子 集 ， 并 且 它 的 度量 完备 化 0 
是 M 的 紧 子 集 , 那么 , 我 们 就 称 它 为 Riemann KE. 对 ryen 我 们 将 记 z 和 
y 间 的 距离 (在 (M,g) 上 ) X |z- yl. 
定义 
Q. = {x € Q| dist(x, 8N) > e}. 


对 zeQ ve TQ, 设 exp(x,v) 表示 (指数 ) 切 映 照 , BY exp(z,v) = (1), 其 
中 y 是 满足 y(0) = 2, 7/(0) =v AY Fe ez HAZ. 

如 果 ZÆ Q 上 的 Lipschitz 向 量 场 , 我 们 记 Z e T(TO). 类 似 于 指数 映照 
用 z(x,t) 表示 被 2 PAST, 即 x(a, t) = y(t), 这 里 7 是 


| 各 
TY(0) 三 了 


的 解 . 记 
20, = {x € Q| dist(z, OQ) > elZləæ}. 


如 果 (Q,9) 是 一 个 Riemann Kit, (X,d) 是 完备 度量 空间 ，1 <p< o, 
那么 , 存在 空间 Z2(Q,X) 的 自然 定义 . 它 是 具 可 分 离 什 域 的 Borel- FJ W RZ u : 
Qo xX 的 集合 X Qe X 满足 


| P (ua), Qdp) < oo 
如 果 u 和 w 是 在 X PREIRAR Borel-Ay Wl pa, ALA, KR 
(u(x), v(x)) FEB X x X 的 可 测 函 数 . XE, d (u(x), v(x): A — XxX ORE 


一 个 可 测 函 数 . 它 的 积分 是 良 定 的 , E ([F] 2.3.2) 中 有 这 样 一 个 例子 . 直接 可 说 
明 LQ, X) 是 完备 度量 空间 , 它 的 距离 D 定义 为 


(u,v) = | Pila) 2))dj1g(a). 


这 个 事实 的 证 明 从 (IF] 2.4.12) 的 考虑 可 得 到 , 但 是 我 们 简要 概述 它 的 想法 . 对 
d 的 三 角 不 等 式 结合 实 值 L? 函数 的 三 角 不 等 式 意 味 着 如 果 w 是 L?, 那么 


|e a (ulz), P)dug(£) < 
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对 任何 Pe X 成 立 . 那 两 个 三 角 不 等 式 的 另 一 应 用 说 明 D?(w,v) 是 有 限 的 , 只 
要 u, v E€ L(Q, x). 对 DD 的 三 角 不 等 式 从 相同 的 讨论 得 到 ，L?(Q, XX) 的 完备 性 
证 明 模 拟 通常 实 值 函 数 的 证 明 : 给 定 一 个 Cauchy 序列 , 能 找到 几乎 处 处 收敛 的 
子 序列 , 说 明 极 限 函 数 是 在 L, X) 中 的 , 然后 , 说 明 序 列 按 D 度量 收敛 于 极 
BR RKI RY. 


81.2 近似 能 量 


固定 1 入 p < œ 以 及 we LQ, X). 设 VeT(TW) 是 9 上 的 光滑 向 量 场 . 
那么 对 充分 小 的 c > 0, 映照 y = exp(z, eV) 是 YQ。 和 它 像 之 间 的 微分 同 胚 , 而 
当 = 一 0 时 , 它 趋 向 于 恒 等 映 照 ， 所 以 , 映照 z 一 ulexp(z,eV)) 在 LVR, X) 
中 并 且 我 们 有 不 依赖 于 e 的 估计 


[. d” (u(x), u(exp(z,eV)))du,(x) < C. (1.2i) 


现在 , 对 (z,y) E Q x O, 定义 


P (u(x), u(y)) 


ec(Z; y) 一 =P 


re, EM 
S(x,£) = {y, ÎE |y — z| = e} 
doz ely) = S(z,e) 上 的 (n — 1) 维 的 曲面 测度 . 
最 后 , 对 z E Re 定义 ( 球 平均 的 ) s- 近似 能 量 密 度 函 数 为 


= e doz,ely) ii 
| ec(Z) = hee e(z, y) onal (1.2 ii) 
(对 其 他 情形 , 定义 ee(z) AS. ) 我 们 断言 ee 是 实 值 的 L-g, H 
| e-(x)du(xz) < Ce. (1.2 iii) 
Qe 
为 说 明 这 点 我 们 化 为 (借助 于 标准 的 单位 分 解 ) 0 具有 整体 定义 的 单位 正 交 标 染 
{€1,- e , en} 的 情形 . 将 W 一 w'O, E S™-1(0, 1) C IR” 等 价 于 we; = S(0,1), €E 


TO.. 那么 , 映照 


(zw) 一 exp(z, ew) 一 u(exp(z, ew)) 
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是 可 测 的 , 并 且 容 易 看 出 是 L?(Q。 x S(0,1)) 映照 . 事实 上 , 根据 Tonelli 和 Fubini 
的 定理 , 并 利用 (1.21) 的 估计 , 我 们 有 


| | ec(x, exp(2, ew))do(w)du(x) < Ce-?, 
Qe JS(0,1) 


其 中 C 是 某 通 用 常数 . 对 y = exp(x, ew) 我 们 注意 到 
ds ely) 
e"—1lda(w) 
是 (z,w) 上 的 有 界 连 续 的 函数 , 且 不 依赖 于 c 所 以 , 我 们 可 用 这 个 因子 乘 以 上 
述 积分 而 保持 可 测 性 . 进而 , 我 们 可 导出 
h. faeo ct es ap (2) < Ce". 

这 就 验证 了 (1.2iii). 

处 置 各 种 各 样 平 均 能 量 是 方便 的 . 设 > 是 区 间 (0, 2) 上 的 Borel 测度 , 满足 


2 
v>0, vw((0,2)=1, J \-Pdu() < oo (1.2iv) 
0 
用 再 平均 球面 平均 ee(z) 来 定义 近似 能 量 密度 Le. (a): 
2 
vec(Z) = [ e,(x)dv(A), (1.2 v) 


其 中 x e Oo. (否则 ,ee(z) = 0). 容易 看 出 ,ee(x) 是 可 测 的 , AK (1.2ii) 以 及 
(1.2iv) 中 的 可 积 性 要 求 , 我 们 有 估计 


h vee(z)du(z) < Oe ”. (1.2 vi 


v 的 一 个 特别 选取 (除了 v = 6(1) 这 种 对 应 于 我 们 原来 近似 能 量 密度 的 选取 ), 我 
们 将 有 机 会 用 到 , 将 导致 一 致 的 单位 开 球 上 的 平均 , 即 


dv(X) =(n+p)A"tP "dA, 0< 入 <1. (1.2 vii) 
对 光滑 函数 v :0 R, 从 我 们 的 定义 容易 看 到 
lim vec(Z) = Cn,p|Vu(z))?, 


(1.2 viii) 
Cn,p 一 J |x |Pda(z), 
Sn~—1 
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(其 中 z = (z1, 2") € R 以 及 S" = {|z| = 1}). 特别 地 ，cns = wn. 如 
AL u: Q 一 N* 是 Riemann 流 形 间 的 光滑 映照 , 那么, 也 能 验证 对 p = 2, e > 
wn|Vu(x)|*. 但 是 , 对 p 关 2, 当 上 > 1 时 ，es 并 不 收敛 于 |Vu(z)|? = (|Vu(z)|?2)3. 


81.3 ize LE. 
i£ 1 <p< oœ, ue LQ, X), v 的 定义 由 (1.2iv) 给 出 . 那么 ,对 =s > 0 以 及 
feC(Q) 定义 
,Ee(f) = [ jzjves(zjdu(z) (1.31) 
(TŒ v = 6(1) 时 , 我 们 记号 中 不 用 v. ) 我 们 说 u 是 有 限 能 量 的 (对 mp > 1 记 
ucWw?P(Q,c) 而 对 p=1 记 we BV(O, X)), WRX LRH y 


sup (Jim sup /E.(f)) = „E< œ. (1.3ii) 
fEC.(Q),0<f<1 ` e 一 0 


(我 们 在 引 理 1.4.1 中 说 明 上 述 表 达 式 是 有 限 或 无 限 并 不 依赖 于 v. ) 设 Q 
定局 部 又 的 度量 空间 . 对 f e C.(Q) 定义 


|f| = max|f (2)), 


w(f,e)(x) = max f(y) = Fæ), (1.3 iii) 
w(f,€) = maxw(f,e)(z). 
对 C>0 定义 
fe (x) = (1+Ce)(f(z) + w(f, 2e)(2)). (1.3 iv) 


我 们 现在 证 明 一 个 基本 的 “ 子 分 割 引 理 ”, 它 将 实质 上 确保 有 限 能 量 映照 的 能 量 
密度 测度 的 存在 性 . 它 是 (度量 空间 中 曲线 ) 当 分 割 精细 时 , 曲线 的 近似 长 度 就 增 
加 的 引 理 的 综合 模拟 . 这 个 单调 性 是 说 明度 量 空间 中 的 可 求 长 曲线 具有 良 定 的 
激 长 的 本 质 要 素 , 下 列 引 理 将 起 同样 的 作用 . 


引 理 1.3.1 设 1<p<o0, we L(0,X), v A (1.2iv)， 那 么 ,对 fe 
C(Q), f 20, 存在 常数 C > 0 ( 仅 依 赖 于 由 度量 g 决定 的 Ricci BH), 对 所 有 
充分 小 的 e > 0, 下 列 “ 子 分 割 估 计 ” 成 立 : 


vBe(f)’? < X MVE xe (FE). (1.3v) 


-166 ， 第 十 章 Soblev 空间 和 到 度量 空间 的 调和 了 映照 
这 里 
SoA = 1, 每 个 A; > 0, 并 且 是 有 限 项 作 和 . (1.3vi) 
WEAR 我 们 首先 考虑 v= ô) 的 情形 , BI (1.2ii) 中 的 ee 对 充分 小 的 s > 0 
我 们 可 将 E.(f) 更 对 称 地 写成 0 x Q 上 积分 : 
E.(f) = -(x, y)doe(x, y), 1.3 vii 
D= ff fe ware(s,y (1.3 vi) 
其 中 do.(z,y) 是 {Iz 一 yl =e} 上 规范 (2n — 1- 维 曲面 测度 , 由 (1.2ii), 它 可 用 
doz ly) 来 表示 : 


Aee) difa) = dyek) du(y). (1.3 viii) 

BE {和 1,… Ag} 满足 (1.3vi). 对 f 文集 中 的 一 点 x, 且 对 充分 小 的 s, 存在 
唯一 的 从 z 到 y 的 长 度 为 |z- yl = e 的 测 地 线 . 设 p:[0,1] 一 9 是 从 z 到 y 
的 ( 常 速 ) 测 地 线 . 定义 子 分 割 


do, (7, y) = 


那么 ， 


并 且 X- 三 角 不 等 式 意味 着 
d(u(2),u(y)) < > du(ai-1), alo). 


标准 的 (迭代 ) L? 一 三 角 不 等 式 (在 (1.3vi) 中 应 用 于 (fee)?) 产生 


l 7 1/p 
E.(f)"? < (| | frelon dda) . (1.3 ix) 
i 二 1 [zi 一 Zi-1| 一 和 iE 


对 每 个 固定 的 i 我 们 可 在 上 述 不 等 式 中 将 变量 (x,y) 变 成 (z;_1, zi). 容易 证 明 


do (X,Y) < (1 十 Ce)doa,e(Ti_1, Xi), (1.3 x) 
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这 里 C 是 依赖 于 被 g 决定 的 Ricci 曲率 . (如 果 O 是 欧 氏 空间 , 最 后 的 不 等 式 是 
FAH C = 0. ) 在 (1.3ix) 中 我 们 用 f(zi_1) 十 w(f,e)(zi_1) 控制 f(x) 并 且 还 
用 (1.3x) 导出 这 种 情形 的 子 分 割 估计 (1.41). 

对 一 般 v 的 证 明 实 质 上 是 相同 的 . 我 们 可 写成 


2 
v Ee(f) =| J Joga f(x)ee(x, y)doye(x, y)rX Pdv(A). 


运用 重复 上 述 测 地 子 分 割 来 导出 (1.3ix) 的 一 般 形式 , 这 时 对 任何 z e supp(f) 
以 及 |x 一 yl < 2c. 结果 是 


2 1/p 
Ef? < OX | [ff a Odola 
(1.3 xi) 
注意 到 
doxe (X,Yy) & (1 + Ce)doa,xe (Ti_1, £i), 
在 这 种 一 般 情 形 , 我 们 可 同上 讨论 而 得 到 (1.4i). 口 


81.4 泛 项 分 析 的 引 理 
我 们 证 明 两 个 引 理 , 使 我 们 能 得 到 有 限 能 量 映照 的 能 量 密 度 测度 的 存在 性 . 
当 我 们 讨论 有 癌 能 量 时 , 我 们 将 再 次 用 到 那些 引 理 . 


引 理 1.4.1 BRO 是 局 部 紧 的 度量 空间 . 设 {Lelocece, 是 C 上 的 正 线 
性 泛 函 族 . 设 1 < p < oo. 假定 存在 常数 C > 0, 使 对 f € C(Q), f > 0, 对 以 
(1.3iv) 定义 的 fl, 以 及 对 任何 满足 (1.3vi) 的 {和 i}, Be > 0 充分 小 时 , 下 列子 
分 割 不 等 式 成 立 : 

(Lel PNYP < $ Ni(Lrie(fE)) (1.4i) 


Ky 是 满足 (1.2iv) 的 非 负 Borel 测度 . 假定 
2 
LEA) = 人 Ce)a (1.4 i) 
是 良 定 的 ( 即 Lelf) 对 任何 f E€ C.(Q) MH e 是 Borel 可 测 的 ). 假定 


sup (lim sup Le(f)) = ,L<o. 
FEC (Q) OS f <1 < 一 (0 
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那么 . 也 有 


sup (lim sup Le(f)) =L<o. (1.4 iii) 
fEC(Q) 0X f<1 < 一 0 


WEAR 由 假定 , 如 果 fo, fec), 那么 , 对 s > 0 充分 小 , 有 
2 
Le(f) = j Lye(f)dv(p) < CI fl, 
其 中 C 不 依赖 于 f. 所 以 ， 


1 2 
J | coo fav(o)de < CIS, 

0 0 

Bp 2 1 
f (f LulPdu)avio < ois 
现在 , 存在 5 > 0, 使 v((5,2)) > 1. BBA, 存在 pe (8,2), 满足 
| Lype(f)du < 201 f1. 

记 e = 66, 我 们 有 

J Lurde (f)du < 2C f|. 


进行 变量 变换 y = u8), 注意 到 1< 8 和 3 对 f EC) UR e 充分 小 (依赖 
于 supp(f)), 有 


1 
f Lwe(fdu! < FAF (1.4iv) 
现在 , 固定 fec), O< f <1. 从 (1.41) 我 们 有 
Le(f) S 2?Lye( fE) + 2?La-rye(f2), 
其 中 e 充分 小 . 特别 地 ， 
1 
Le(f) < 2PH J Lye( fC)dd. (1.4v) 
0 


当 e 充分 小 时 , 函数 fc 有 一 致 有 界 的 上 确 界 以 及 一 致 的 紧 支 集 . 所 以 , 我 们 对 
fo 用 (1.4iv) 来 估计 (1.4v) 中 的 积分 , 得 到 


Le(f) SC. 口 
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5| 理 1.4.2 HO 是 局 部 紧 的 度量 空间 . 设 {Le}ocexes 是 Ce(Q) 上 的 正 线 
IEZ BR. 设 1 < p < oo. 假定 存在 常数 C > 0, 使 对 fe CN), f > 0, 对 以 
(1.3iii) 定义 的 大， 以 及 对 任何 满足 (1.3vi) 的 {和 ji}, Be 充分 小 时 , 子 PARE 
A (1.41) 成 立 . 又 假定 有 界 性 假定 (1.4ii) RL. 那么 , 极限 


lim Le(f) = L£(f) (1.4 vi) 


对 任何 f E CQ) 存在 , 并 定义 了 一 个 正 线性 泛 函 [, 满足 JLC = L. 进而 , 对 
fEC(Q), 六 >0 以 及 充分 小 的 = ,我们 有 不 等 式 


Le(f) < L(fe). (1.4 vii) 


MERA e <e 并 用 [] 表示 最 大 整数 部 分 . 设 对 i=1,… ,k, 和 i= (E), 
HP k= [©]. 如 有 必要 令 A =1- (2) k. 应 用 (14i) 并 且 对 充分 小 的 = Fil 
用 (1.6i), 我 们 有 估计 


LAY < EME) (CO) + (E) (EEDEN. avi 
令 s' 一 0, 我们 看 到 
Le(f) < liminf Le (fS). (1.4 这 ) 
然后 根据 有 界 性 假设 (1.4ii), 我 们 有 
Le(f) < liminf Le (f) + |L|(Ce|f| + (1 + Ce)w(f,e)), 


所 以 ， 
lim sup Le (fi < lim inf £; ce(f). 


这 样 ，(1.4vi) 对 f > 0 成 立 . 这 就 得 到 引 理 的 结论 对 fe C.(Q) 成 立 . 显然 CL 
EWE |C = L 的 正 线性 泛 函 . 当 e 一 0 时 , 从 (1.4vii) 得 到 估计 (1.4vii). 


附注 1.4.3 ARIZ ew Llf) 对 任何 f © Ce(O) 随 = 连续 变化 , 那么 , 我 们 
可 以 仅 用 子 分 割 估计 推导 出 (1.4ix): (1.4i) 立即 意味 着 (对 e <e) 
Lisjer(f) < Le (FE) (1.4.x) 


je’ > 0 时 , 这 就 给 出 (1.4ix)，( 当 然 , 没有 有 界 性 假定 (1.4ii), 那 两 个 数 都 可 
能 是 无 限 的 . ) 注意 到 如 果 v 满足 (1.2iv) 并 且 关 于 和 是 绝对 连续 的 , 那么 , 泛 
PK Ee (1.3i) 满足 连续 性 假设 . 当 我 们 讨论 有 向 能 量 时 将 利用 这 个 事实 . 


70: 第 十 章 Soblev 空间 和 到 度量 空间 的 调和 映照 


81.5 能 量 密度 测度 


定理 1.5.1 Hl<p<oo, uc L(O,X) 关于 满足 (1.2iv) 的 菜 测度 n 
具有 有 限 能 量 „E. MA, 它 关 于 所 有 这 样 的 v 具有 有 限 能 量 ， 并 且 每 个 测 
度 ec(z)dji(z) BRAT HARE HEH” 测度 de， 具有 全 能 量 pE. Bm, A 
Le =, Ee 以 及 L= E tt (1.4vii) 成 立 . 


证 明 根据 引 理 1.4.1, u 关于 标准 测度 v = 611) 有 有 限 能 量 . 所 以 , 它 的 
能 量 关于 满足 (1.2iv) 的 任何 > 是 有 限 的 . 从 引 理 1.3.1, 1.4.1, 1.4.2, 以 及 Ce(O) 
上 的 连续 线性 泛 函 的 Riesz 表示 定理 , 我 们 得 到 每 个 ,ee(z)du(z) 弱 收 敛 于 一 个 
极限 测度 . „Ee 的 定义 (1.2v) 说 明 极限 测度 是 从 > = 6(1) 引起 的 , BY e.(x)dy(z) 
的 弱 极 限 . (1.4vi 成 立 的 事实 是 清楚 的 . 口 


附注 1.5.2 对 1 < p< co we WHP, X), 容易 看 出 uc Wi? (Q, X) 对 
l<p <p 成立 , 并 日 z- 能 量 密度 测度 dey 关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 
的 . (如 果 u c BV(Q,X), 我 们 将 说 ue WQ, X) 并 且 它 的 能 量 密度 de RT 
Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 . ) 事实 上 , WR E Æ uH (Sobolev) 全 2 一 能 量 ， 
那么 , 存在 常数 C ( 仅 依赖 于 维 数 n), 使 对 任何 Borel 可 测 集 SCO, 有 

ep (S) < C(ug(S))? EF. 


为 了 说 明 这 是 成 立 的 , 只 要 考虑 5 cc Q 的 情形 . 这 时 , 对 任何 6 > 0, 我 们 
可 取 fe C9), 0< f <1, FHS E f=, 以 及 jwo(supp(f)) < po(5)+56. 
ABA, 根据 Holder 不 等 式 

Ee p' (f) = [ fec (x)du(x) 
<O | (fF eco(x)du(e)) F (u(supp (f))) 


这 里 , 我 们 已 经 用 Ecplf) 和 ecp(x) 表示 对 应 于 p WASTE YZ AM ce 一 近 
似 能 量 函 数 . 当 < 一 0 时 我 们 得 到 


ey (5) < By (f) < CEF (u(S) +6)? , 


当 6 一 0 AY, 这 证 明了 我 们 的 断言 . 
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§1.6 下 半 连 续 性 以 及 当 X = 及 时 的 一 致 性 


定理 1.6.1 设 1<p<o, MRp>1, PA, {ug} c WQ, X) (或 者 

= 1 W {uk} C BV(Q,X)). 令 {uk} HL? MBEKAT u. 7 e Au, 的 
ERANA EF = et (Q). PETA E< oR E! <E 那么 , 当 p>1 时 

EW P(0, X) (XY p=1 时 we BV(O,X)), 并 , 它 的 能 量 密度 测度 e 按 测 
度 满足 


ae 


S 


de < lim inf de®. 
-WERB 对 dv(A) = (n+ p)A"tP “1 dd ( 球 平均 (1.2vii)) 并 对 固定 的 f € Ce), 
从 引 理 1.3.1, 引 理 1.4.2 的 (1.4vii), 以 及 定理 1.5.1, 我 们 有 
VES(f) < EFS) = E*(f) + EX(FE — F). (1.6i) 


因为 我 们 用 球 平均 4k 一 co 时 , BERRIES A več (x) 一 致 收敛 于 ,ee(z) ( 
e > 0 是 固定 的 ). 因此 
Jim VES(f) =v Ee(f). (1.6 ii) 


所 以 ， 
»Ee(f) < liminf E* (f) + E(Celf| + w(f, 2e)). 


XF, u 具有 有 限 能 量 并 且 如 果 我 们 令 < 一 0, 我 们 就 得 到 
E(f) < liminf E*(f), D 
定理 1.6.2 
W*?(0,R) =W (Q), 对 p>1, 
BV (Q, R) = BV (Q). 
并 且 , 在 所 有 情形 下 能 量 密度 都 相互 差 一 个 常数 因子 . 


证 明 我 们 首先 假定 (9,9) 是 欧 氏 空间 的 区 域 . 如 果 u c LOR) 是 光滑 
的 , 那么 , 在 0 的 一 个 紧 子 集 上 ee(z) 一 致 地 收敛 于 cnp Vule) P, 因而 显然 de 
等 于 cn pl Vulz)Pdus. WÈ u € L?(Q,RR), AA, 我 们 用 C” 逼近 来 修正 它 : 


T 
m(x) =t niy) 
n(x) € C2°(B(0,1)), ‘n> 0, / n=1 
B(0,1) 


n(x) = (|z|). 
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ANIC wi = u * h. 

如 所 熟知 , 如 果 u c WO), 那么 ,在 WEO) 中 wi > u, 即 在 紧 子 集 上 按 
Wh PRN. 特别 地 , 对 p > 1, 我 们 有 按 测度 ( 弱 ) 收 合 [Vu Pdu 一 |Vul?dy. 
根据 (通常 的 ) Sobolev 空间 的 下 半 连 续 性 , 在 we LO) 但 是 w¢ wao) 情 
形 , 有 fo, Vudu > œ. 在 p= 1 时 ，w € BV(Q) 意味 着 |Vuldu SURF 
BV- 测 度 |Vul, 并 且 u ¢ BV(Q) 意味 着 /|Vuildn 一 co [Gi]. 如 果 我 们 能 说 明 
能 量 密度 的 对 应 结论 , 定理 1.6.2 就 证 明了 . 

WR ve P(Q, R) 并 日 u 没有 有 限 能 量 ( 在 我 们 的 意义 下 ), ABA, 必须 有 
foa, Vul? dp > œ, 否则 , 取 适 当 的 子 序列 , 可 得 到 和 下 半 连 续 性 (1.6i) HAA 
的 结论 . 这 样 , 我 们 只 要 对 u 具有 限 能 量 时 说 明 cnp Vu Pdu = det 一 de RY 
T. 从 我 们 上 面 的 评述 , 以 及 从 定理 1.6.1, 我 们 知道 

de“ < lim i inf de™*, (1.6 iii) 


所 以 只 要 有 反 向 不 等 式 就 可 以 了 . 我 们 对 近似 能 量 用 dv(A) = (n+ p)aAntP-! dd, 
即 球 平均 , 并 且 取 f e C.(Q), f > 0. ABZ, 


ESI) = | feet gda 
n 1) @) )— ut (x + €v)|? 
= ( +P) f front p do dudz. 
根据 卷 积 的 性 质 以 及 Jensen 不 等 式 
w(x) — u(r + ev)|? < uf) — ul + ev) |P *m 
= [u(x — tw) — u(x — tw + ev) |Pn(w)dw 
B(0,1) 
所 以 
St k zte w — tw w + eEv)|Pdrdvdw. 
„E! (f) < ha ， bron ff n(w)|u(e — tw) — u(x — tw + ev)|Pdzdud 
Sz=2—tu, 估计 |f(z) 一 f(z)| < olf, t), 得 到 
vE (f) < J| Jte n(w)|u(z) — u(z + ev)Pdzdvdw + Cw(f,t), 
这 里 C 只 依赖 于 u 的 能 量 ( s 充分 小 ). 这 就 是 


VERA) < vEe(f)+ Cw(f,t), 


< "tt 
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所 以 ( < 一 0)， 
E™ (f) < E“(f) + Cw(f,t). 
因此 
lim sup E™ (f) < E“(f), 
t—0 | 
Bil 


lim sup de” < de”. (1.6 iv) 


t—0 


当 (0,9) 是 一 般 Riemann 流 形 中 的 区 域 , 我 们 如 上 面 一 样 处 理 , 并 且 最 后 
只 需 验证 (1.6iv), 我 们 采取 如 下 的 方法 . HO 表示 为 开 子 集 的 和 , 其 中 每 个 有 近 
似 的 欧 氏 局 部 坐标 图 . 应 用 附属 的 单位 分 解 {mi;}, 从 而 将 E(f) 表示 为 E(ni(f)) 
的 和 . 然后 可 如 上 一 样 估计 LEM (nf), 并 由 于 度量 不 是 真正 的 欧 氏 度量 , 引入 
(1.6iv) 的 一 个 小 的 误差 项 . 当 子 集 的 直径 趋向 于 零 时 , 这 个 误差 项 也 趋向 于 零 . 
这 样 , 也 可 验证 一 般 情 形 的 (1.6iv). 口 


推论 1.6.3 1 < p< œ, uv € WIPO, X) (HR p= 1 uve 

BV(Q,X)). ZL Xx X EW p 一 距离 为 
d” ((x1, z2), (yi, Y2)) = P (x1, Y1) + d (£2, ya). 
X f:XxX—>R A Lipschitz 连续 的 , (KF D) 的 Lipschitz 常数 为 L. 那么， 
映照 A(x) = f(u(x),v(z)) 满足 he WIPO) (HR p=1, hE BV(Q)), 并且 ,有 
测度 关系 
Cn p| Vh|Pdu < L?(de* + de”). (1.6 v) 
WEAR AN ce- 能 量 密度 是 (关于 yy 的 平均 ) 
h(x) — hly)P _ |F(u(x), v(x)) — fly), vy)? 


EP EP 
< p (ZC) + PE) 
> =P . 


这 就 立即 得 到 结果 . 一 种 (容易 验证 的 ) 特 殊 情 形 是 f (p,q) = d(p,q), RB u, ve 
WH?(Q, 久 ) On BV (QO, X)) BANA d(u,v) e W)P(0,R) (对 应 地 BV(Q)), 
并 且 

Cn p| Vd(u, v)|?du < 2?(de* + de”). (1.6 vi) 
如 果 v= P, 我 们 能 直接 如 (1.6v) 一 样 讨论 并 且 去 掉 因 子 2P, 从 而 得 到 


Cn p| Vd(u, P)l?dp < de”. oO (1.6 vii) 
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§1.7 有 问 能 量 


对 ve Zez(Q,X) 自然 可 定义 有 向 能 量 , 即 沿 光 滑 向 量 场 方向 它们 变化 率 的 
测度 . 对 有 限 能 量 映照 (u c WY?(0) 或 ve BV(Q)) 它们 的 有 四 能 量 密度 总 是 
良 定 的 测度 , 并 且 由 此 得 到 的 那些 演算 不 仅 在 本 章 用 到 , 并 在 以 后 也 将 用 到 . 设 
l<p<oo, we L(0,2). B ZÆ Q EH Lipschitz WEH, Ze T(TO), 并 回 
顾 81.1 中 z(z,t) M70. 的 定义 . 对 x ez 9。 定义 ( 沿 Z 方向 的 * 的 ) e 能 量 密 
SREY ), w(Z(x, €))) 

ec(Z) = Phe) MSE) (1.7) 
(对 zx 20, 定义 ?ee(z) =0.) 如 81.1 我 们 得 到 Zee € L1(0,R), 并 且 
| “ee(z)du(z) < Ce™?. 
Q 
对 满足 (1.2iv) 的 非 负 Borel 测度 v 我 们 记 ( 从 这 儿 往 下 省 略 对 2 的 依赖 性 ) 
vec(T) = ha Cpe(x)dv(p), (1.7 ii) 


其 中 LE “02- (否则 vec(Z) 一 0). 显然 也 有 vee E L! (Q, R). 对 fe C.(Q), ic 


/E.(f) = f jzjves(z)du(z) = how Ene (f)dv(p), 


vE = sup lim sup „Ee(f). 
O<f<1,fEC(M) e—0 


(1.7 iii) 


E E < oo WIG u BA ABR p—) BEER (A Z m). 对 Sobolev (或 
BV) 能 量 的 定理 1.7 在 有 向 能 量 时 的 相应 定理 是 下 列 结果 : 


定理 1.7.1 设 1<w<o, ve LQ, X), Z AL. 如 果 对 某 n 如 上 述 我 
们 有 „E< co, 那么 , 对 所 有 A LE < oo. SPATE EE veeo) dula ), 当 
= 一 0 时 ， 弱 收 化 于 一 个 能 量 密度 de, 它 不 依赖 于 v 并 且 有 总 能 量 |, EF 


证 明 由 于 出 发 空间 的 度量 可 作 伸 缩 变换 , 我 们 可 假定 |Z| < 1. 如 采 我 们 
能 对 L.(f) =, E-(f) 验证 子 分 割 估 计 (1.4i), 那么 , 恰 如 证 明定 理 1.5.1 一 样 ， 
引 理 1.3.1, 1.4.1, 1.4.2, 以 及 Reisz 表示 定理 立即 蕴涵 着 我 们 的 结果 . 设 {lai} W 
足 (1.3vi). 给 定 z，z(x,e), 定义 和 (zs) =x UK 


元 (z,e) = z(a, mM e), 121. 
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现在 
Edt) = [| (x) ME PY) vay (p) dy) 


EP 


用 如 (1.3ix) 一 样 的 三 角 不 等 式 , 我 们 有 估计 
v Ee(f)) p 7 SLA (JJ tæ Pale Ee) Ele Ep) ogy (pyan(s)) 


ED 和; 


局 j- 


对 固定 的 i (以 及 p) 我 们 将 变量 从 r 变 到 w = ziile ep). 注意 到 zx, ep) = 
z(w,epr), 并 用 f(w) + w(f,2e)(w) 估计 f(x) ER, dule) < (1+ Ce)du(w). 
(这 时 C 不 仅 依赖 于 度量 g 也 依赖 于 Z 的 Lipschitz 常数 .) 所 以 


CEDE SEA, S f £8 (0) OO) pody ojala) 
— =X Ai (, 已 (Se) ))?. O 


yj. 


(1.7iv) 


§1.8 有 向 能 量 的 演算 

我 们 在 这 里 综述 有 向 导数 测度 的 一 些 性 质 ， 我 们 固定 1 < p < oo, 如 果 
p>1, 那么 ve WO, X) 或 如 果 p =1 时 ，ve BV(O,X). 我 们 用 El) # 
AR FAL u 导出 的 (Sobolev 或 BV) Ze, 记 E WCRE. 对 Ze (TQ) 我 们 记 
“E(f) 以 及 《BE 为 有 向 泛 函 以 及 它 的 模 . 

定理 1.8.1 如 果 ZF eT(TQ), BA, ZE <œ 并 有 常数 C (只 依赖 于 QQ 的 
维 数 n) 使 有 下 列 估 计 

d(“e) < C|Z|P de. (1.8j) 

如 果 z(x,t) 是 任何 具有 Lipschitz 速率 向 量 场 的 Ch fA Fl FEA BARR, 

Ax ZET(TO) 满足 
z(xz,0) = a, TODI, = Z(x) (x € Q9), 


那么 , 当 < 一 0 时 
P 
对 Dp 二 1 以 及 WeET(TQ), 我 们 有 三 角 不 等 式 


d(4te) < d(%e) + d(“e). (1.8 iii) 
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更 一 般 地 , 对 任何 1 入 p < oo nA fec), fzo, 我们 有 
(WE(S))® < (LE(F)? + (WE(F))?. (1.8iv) 
wRh XO 上 的 一 个 Liptshitz 函数 , 那么 
d("“e) = |h|Pd(“e). (1.8 v) 
在 (0,9) 具有 单位 正 交 标 架 {e1,.… ,en} 的 情形 时 , 以 
w = (w!,... w") > wie; 
将 S"-1C 异 "与 82 1 CTO, HEM, 并 用 w 表示 wie; ET(TQ). 那么 ,我们 有 
E(f) = 人 2E(f)do(w) (1.8Vi) 
证 明 那些 结果 是 下 列 技术 性 估计 的 推论 : 
我 们 认为 y 是 接近 于 恒 同 映照 , 并 有 Y -ido = 6. 假定 6 充分 小 ,使 x ERs 


以 及 |x —y| < 36 时 8.1.4 节 的 测 地 子 分 割 技 术 是 可 用 的 . 那么 , 存在 只 依赖 于 
n, p, (0,9) 的 曲率 , 以 及 沙 和 -1 的 一 阶 导 数 的 界 的 常数 C, 使 下 式 成 立 


人 jz)dp(u(zj,u(y(z)))dus(z) < CEPE] f loo. (1.8 vii) 
WEAR 对 xen RITE z Wc A ya) AW. 那么 , 从 三 角 不 等 
式 以 及 Bz, 2) 上 的 积分 平均 , 我 们 有 
dlu(zj,uly(z))) < 2” ( P (uz), u(y)) dn(y) 
B(ž,5) 


+ 人 ah PVE) uada) 
< C(ves(x) +v es(Y(2)))ðP. 


这 里 我 们 用 > 对 应 于 球 平 均 (1.2vii), 而 C 依赖 于 容许 的 量 . 我 们 将 这 个 估计 应 
用 于 (1.8vii) 中 的 被 积 图 数 , 在 第 二 项 中 将 变量 从 r 变 为 (x), 从 而 化 为 


[ f (x)d? (u(x), u(h(x)))du(ax) < CP ( Es(f) + Esl). (1.8 viii) 
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其 中 
f(x) = f(x) + w(f, ôx). 
从 (1.4vii) 我 们 看 到 这 最 后 的 估计 以 
CH (E( fs) + E((f)¥) < CPE flo 
AEF. 这 就 证 明了 (1.8vii). 口 


我 们 第 一 个 断言 (1.8i) 立即 从 上 述 讨论 得 到 : 我 们 取 w(x) = 5(z,e) 并 从 
(1.8vii) 得 到 ZE < œ. ABA, RITE (1.8viii) 中 取 6 = e|Z|w, 除 以 e 并 且 令 
e 一 0, 从 而 得 到 (1.8i). 

我 们 来 证 明 (1 W 从 三 角 不 等 式 我 们 可 估计 


(ke PUED ayfa)? 
_ Un po Puen.) yea) 
<(/ jo PEED EED a (0)) 


对 充分 小 的 s > 0, 我 们 将 y 看 成 z(z,s) 到 z(z,e) 的 映照 . 由 于 |w -— idla 
是 o(e), 我 们 从 (1.8vii) 导出 上 述 不 等 式 的 右 端 当 <s 一 0 趋向 于 零 . 这 就 证 明了 
(1.8ii). 

我 们 再 证 明 (1.8iv), 而 (1.8iii) 是 它 的 特殊 情形 . 我 们 可 假定 在 局 部 坐标 图 
中 工作 . 这 时 记 


(J #12)" P(u(x), u(a 十 a + W)(x))) du(2)) p 


< e Po roc rm) 


i aoa, AR 2+ eZ(x) 记 成 y. 根据 (1.8i 第 一 个 积 
4e 一 0 BON TM (Sf), 而 中 辣 的 积分 收敛 于 2B(f). 事实 上 , 最 后 一 个 
积分 收敛 于 WE(f), 因为 可 将 r ER y, 用 fy) 十 w(f,elW|w)(y) 控制 f(x), 并 
HAH (1.8ii). 这 就 证 明了 (1.8iv). 

我 们 再 证 明 (1.8v). 我 们 先 考虑 h 为 常数 的 情形 : WR h > 0, ABA, 我 们 观 
察 到 hP (Feenlt)) = elx). 4e 一 0 时 , 这 意味 着 结果 . 在 h = 一 1 时 ,我 们 注 
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意 到 -2ec(z(z,e)) = Zex), 从 而 用 通常 的 变量 变换 技术 得 到 dg(-*e) = d(e). 
这 样 (1.8v) 对 任何 常数 h 成 立 . 

下 面 我 们 假定 有 常数 ho 以 及 小 的 数 6 > 0, 使 |h 一 hol < 6. 我们 用 三 角 不 等 
st (1.8iv) 两 次 : 对 向 量 场 hZ, (ho 一 h)2 用 第 一 次 , 以 及 对 向 量 场 hoZ, (h 一 ho)2 
用 第 二 次 . 取 ?一 次 寡 , 利用 (1.8i), 应 用 我 们 刚 证 明 的 常数 因子 的 结 末 , 并 用 一 
些 常 用 的 不 等 式 , 对 任何 c > 0, 我 们 得 到 


ZERP) < (1+ 6)?(*2E(f)) + (He) C6? ELS) 
MZ E(f) < (14 EPE EHS)) + (——=)"CHPELP). 
那些 不 等 式 意味 着 测度 的 不 等 式 
lhol?d(Ze) — c(e, 6)de < d("%e) < |hol?d(7e) + cle, ô)de, (1.8ix) 


其 中 c(e,6) 可 任意 小 , RER c, 再 取 6 充分 小 . 现在 我 们 能 证 明 (1.8v) 的 一 般 
情形 . 取 c(e,6) 充分 小 . 用 有 限 个 开 集 {Ui} 覆盖 9, 使 有 常数 {hi}, 在 U 上 满 
 lh—hil < 6. 取 附 属于 {U} 的 单位 分 解 {mi}. 注意 到 El) = OO, Ef). 
在 每 个 U; 中 利用 估计 (1.8ix) 并 且 相 加 , 得 到 


ZED; |hil?mf) — cle, ôE) < PEG) 
< “E(2;lhi?mf)+c(e, ô)E(S). 


这 最 后 估计 意味 着 PZE) = 2E(|h|j? 了 ), 它 等 价 于 (1.8v). (具体 理由 是 我 们 取 
c(e,5), c, 6 一 OF ABR {U} 的 直径 趋 于 零 . 那么 , AY |li Puf 一 致 收 
SF lhl? f, 然后 线性 泛 函 ZE 的 连续 性 给 出 了 结论 . ) 最 后 , 我 们 研究 (1.8vi). 
回顾 (1.2ii) 定义 的 ee(z). 将 它 和 用 指数 映照 


~ _. d? (u(x), u(exp(x, ew))) slw 
aE f, A dou) 


(1.8 x) 


得 到 的 逼近 量 相 比较 . 因为 相应 曲面 测度 的 一 致 闭 的 性 质 , 我 们 有 
(1 — o(1))ee(x) < E(x) < (1 + 0(1))ee(z), 
其 中 o(1) 表示 当 < 一 0 时 , 一 致 (关于 r) 趋 于 零 的 项 . 所 以 


ec(Z)dq1 一 de. (1.8 xi) 
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我 们 也 注意 到 对 固定 的 向 量 场 w (如 上 (1.8vi) 定义 ), 两 组 微分 同 胚 y(x, t) = 
Z(x,t) 以 及 plx, t) = exp(7z,tw) 在 t=0 时 有 相同 的 速率 向 量 场 w. 接 下 去 我 
们 用 (1.8xi)，Fubini 定理 ，Lebesgue 控制 收敛 定理 (被 (1.8vii) 所 验证 ), 以 及 对 
(Wi, Y2) 用 (1.8ii): 


B(F) = lim | f(2)ee(0)dule 
= lim ( (cP) (a)) dow) 


E 一 0 EP 
— fim ( (2) EE etn WD) (2) dow) 
- J “ B( f)do(w). 
这 束 证 明了 (1.8vi), 从 而 完成 了 定理 1.8.1 的 证 明 . 口 


81.9 有 问 能 量 的 可 微 性 理论 


对 p> 1, u € wr, X), UR Z e T(TO) 我 们 证 明 有 向 导数 能 量 d(2e) 
关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 , 即 对 L 能 量 密度 函数 Ze(z) 有 d(Ze) = 
“e(x)du(x). 并 且 ，<-- 能 量 函数 几乎 处 处 收敛 于 “e(z). 5 Z 非 零 时 , 总 能 取 局 
部 坐标 使 Z = Ol. 这 使 我 们 首先 考虑 下 列 特殊 情形 : 
(1.9i) 定义 设 QcCR" 是 有 界 区 域 , 并 设 g 是 欧 氏 度量 . 设 1<p<o%,we 
LP(Q,X), v= 01, HR u Bw 方向 有 有 限 p-- 能 量 ， 
B= E< œ, 

并 记 Elf) 为 对 应 的 线性 泛 函 . (在 下 面 讨论 中 w 将 被 固定 并 常常 被 省 略 . ) 假 
KE w 方向 的 每 条 直线 至 多 只 交 Q 于 一 个 区 间 . 记 开 表示 0 到 (一 TD- 平面 
{xt} = 0} 的 投影 . 这 样 我 们 可 记 

Q = {x = (t, y), y €E It € Iy C R}, 

EY = E(ulz, ). 
BP, EY RAT, 2) X HPRSRB uly, 的 p- 能 量 . 在 EY < 00 的 条 件 下 我 们 


记 EY(f) 为 Coy) 上 的 对 应 线性 泛 函 . 对 一 个 函数 f CCN) 我 们 也 用 SR 
RE I, 上 的 限制 . 
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引 理 1.9.1 对 (1.9i) 的 特殊 情形 我 们 有 
E = J Edy, 并 且 对 任何 Fe Co(Q)， BE(f) = J EY(f)dy. 


RZ, 如 果 uc LQ, X) 是 一 个 使 | Bydy 有 限 的 映照 , 那么 ，w 具有 有 限 能 量 
“E, 并 有 上 述 恒等式 . 


WEAR 如 果 引 理 的 第 一 部 分 成 立 , 那么 首 命 题 就 立即 得 到 . 事实 上 , 从 定理 
1.5.1 以 及 (1.4vii), 对 f > 0, fe CQ), 我 们 有 下 列 估计 


f= | Bu fdy < f BYE2)dy < (flo + ole )) | Bray, 


BRU, PE < co, 引 理 的 第 一 部 分 就 可 应 用 了 . 

我 们 现在 来 证 明 引 理 的 第 一 部 分 . 我 们 用 满足 (1.2iv) 的 绝对 连续 测度 v 来 
定义 e 一 能 量 密度 . (例如 , 对 0 < AX < 1 RM dv(d) = (p+ 1)” 将 对 应 于 区 间 平 
均 .) 对 任何 f € C.(Q), 0 < f <1, EX E < ow BRA, 给 定 5>0 以 及 C KS), 
存在 sl > 0, 满足 


lim Ee (JE) < E+6. (1.9 ii) 
因为 Ex = f E” (fl2)dy, (1.9) 以 及 Fatou 引 理 意味 着 
J liminf EY (fS )dy < E +ô (1.9ii) 


固定 de. 并 且 令 C = 0. 用 hly e) 表示 上 述 被 积 函数 . 根据 > 的 绝对 连续 性 ， 
附注 1.4.3 (以 及 每 个 Iy 是 欧 氏 区 间 的 事实 ), 对 任何 s < sl 有 


Ez (f) < liminf h(y, e€’). 
所 以 ( 取 右 端的 上 极限 并 考虑 到 5 是 任意 小 ) 
J limsup Evy(f)dy < E. . (1.9 iv) 


任 取 随 i 单调 增加 子 序列 {fi} c e), 34 i oo 时 ,它们 收敛 于 1 (在 紧 子 
集 上 一 致 收敛 ). 单调 收敛 定理 以 及 (1.9iv) 产生 


J sup (lim sup Æ? (f)dy) < E, 


O<f<l e—0 
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BJ 
| Eas S E. (1.9v) 
这 样 , 对 任何 f E C.(O), 根据 Lebesgue FAIA 
E(f) = lim | EY(f)dy = f Bay, (1.9 vi) 
再 应 用 上 面 描述 的 序列 {f;}, 这 时 ，(1.9vi) 说 明 E= f EYdy. 口 


引 理 1.9.2 对 (1.9i) 的 特殊 情形 , 存在 具有 下 列 性 质 的 4 的 一 个 表示 : 对 
几乎 所 有 的 Iy = (dy, by), y € TI, 极限 


lim u(t, y) = u(dy, Y), 
tay (1.9 vii) 
lim u(t, y) = u(by, y) 


t—b, 


存在 . 当 p > 1 (对 上 述 y) E, ulr, 是 Holder 指数 为 a = 2! 的 Holder 连续 映 
R. 在 p= 工时 划 是 有 界 变 差 映 照 . 在 所 有 情形 我 们 有 估计 


| d” (u(ay, y), u(by, y))dy < “E max(b, — ay)? ~+. (1.9 viii) 
IT yell 


证 明 我 们 先 证 p > 1 的 情形 , 然后 说 明 p = 1 时 如 何 对 论证 作 适 当 的 变 
化 . 根据 引 理 1.9.1, 几乎 所 有 ult, E WM™?(Z, 关 ). 对 这 样 的 y, 记 ulr, =v, 并 假 
定 (从 助 于 重新 标 度 化 ) Iy = 了 = (0,1). 对 这 样 的 ve WEP, X) AR teI, 对 
s€(-t,1-—t), 定义 

w(s) = d(v(t + s), v(t)). 

从 推论 1.6.3 的 (1.6vii) 得 到 w € WP((—t, 1-2), R), 并 且 有 测度 关系 |V。wlpds < 
dep. 特别 地 , ( 它 的 一 个 表示 ) w € C%((-t,1-t)), a= 一 ,因而 是 绝对 连续 的 . 
所 以 , 我 们 有 估计 


E€ t+e 
w(e) — w(0) < i V,wlds < f ex (t")at! (1.9ix) 
0 t 


我 们 想 知 道 在 上 述 估 计 中 w(0) = 0 和 wl(e) = d(u(t), u(t+e)). 这 看 起 来 是 对 的 . 
但 是 由 于 wv 只 是 几乎 处 处 有 定义 , 而 需要 作 技 术 上 的 验证 . 为 此 , 对 任何 固定 的 
0< u< 5, RMR f ECO), WE O< f < 1 并 在 区 间 (jy,1-n) 上 f=1. 从 
(1.4vii) 以 及 p' = 1, 对 小 6 > 0, 我们 有 


J f(t)ves(t)dt < J e1 (t)dt < oo 
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这 里 , 对 应 于 区 间 平 均 我 们 取 dv(A) = 2d. DORE, 根据 Fatou 引 理 ， 
人 lim inf ves(t)dt < oo, 


从 而 , 对 几乎 所 有 的 t 


| ô d(v(t), v(t + s)) ds 

liminf2 人 — 
因为 上 述 表达 式 中 的 分 子 是 ws) 而 w 是 Holder 连续 的 , 对 这 样 一 个 t 我 们 得 
到 w(0) = 0. 对 这 样 的 t, 估计 (1.9ix) 意味 着 对 几乎 所 有 的 s 有 


< OM. 


E tte 
d(v(t), v(t +e) < i V.wlds < | e (tdt. (1.9x) 


从 上 列 第 一 个 不 等 式 我 们 看 到 v 等 价 于 一 个 Ce 映照 ，a = 2. 两 边 取 p 次 
T, 用 Holder 不 等 式 , 且 考 虑 到 w e WN, R) 的 事实 , 我 们 有 估计 ( 先 对 几乎 
所 有 的 t, e, 然后 用 重新 定义 得 到 对 所 有 t e, 


t+e 
d (v(t), v(t +e)) < (| Vow)? er? 
这 意味 着 对 y eT 以 及 uj, E WIPO, X), 极限 (1.9vii) FE, 并 进而 有 估计 . 
dP (u(ay, y), u(by, y)) < (by — ay)? EY. (1.9 xi) 


积分 上 式 产 生 (1.9viii). 

在 p = 1 的 情形 必须 将 论证 稍 作 修 改 . 现在 , 图 数 w(s) 是 等 价 于 一 个 有 界 
TERA, 从 而 可 取 左 连续 , 并 只 有 可 列 不 连续 点 , 因此 所 有 单 边 极 限 存在 . 我 
们 用 估计 

w(e_) — w(07) < Var(0,e)w < eil((t,t + €)) (1.9 xii) 


取代 (1.9ix), 这 里 上 标 +, — 分 别 表 示 右 极限 和 左 极限 . 对 满足 上 述 有 限 下 极限 
条 件 的 t, 有 w(0+) = 0. 对 这 样 的 t, 我 们 得 到 对 几乎 所 有 e, 


d(v(t), v(t +e€)) = w(e) < Var(0,e)w < ex ((t,t + €)). (1.9 xiii) 


我 们 重新 定义 v 是 v(t’) 的 左 极限 , 这 里 HE (1.9xiii). 直接 验证 说 明 v 在 这 
Bey 上 不 变 , 并 且 产 生 一 个 左 连续 的 , 并 且 处 处 满足 (1.9xii) RR. 特别 地 ， 
v 的 这 个 表示 只 有 可 数 个 不 连续 点 , 即 测度 e 在 那里 恰好 有 点 质量 的 点 . 我 们 
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说 明了 映照 v 是 经 典 意义 下 的 有 界 变 差 映照 . 特别 地 , 所 有 的 单 边 极限 存在 . 再 
回 到 满足 EY < oo 条 件 的 区 间 我们 得 到 估计 


d(u(ay, y), u(by, y)) < E”. 


积分 上 式 就 产生 (1.9vii), 从 而 完成 了 引 理 1.9.2 的 证 明 . 口 


引 理 1.9.3 B1l<p<oo, we 了 厂 1p(TX). AA, (EH Holder 连续 表示 ) 
几乎 处 处 满足 
lim d(u(t), ut + €)) 
WEAR 从 (1.9x) 的 第 一 和 最 后 项 间 的 不 等 式 (以 及 Lebesgue 可 微 定 理应 用 
F LRR e1(t)) 立即 看 到 , 对 几乎 所 有 t 成 立 


im sup O. et te) 
E—0 


= €i (t). 


< e(t). (1.9 xiv) 
现在 , 设 6 > 0. 定义 


Ss={tel 使 + 是 el 的 Lebesgue 点 , 并 且 
lim inf aut) ue te) < e;(t) — ô}. 
根据 定义 , 对 任何 固定 的 u > 0, 能 用 区 间 (t-e, t+e), e< u BS Ss 并 且 对 此 
te Ss, 


< e;(t) 一 0， 
1 tte 
a-z ei(s)ds < — 


根据 阁 名 的 覆盖 引 理 (Rudin, 引 理 8.4], 我 们 能 取 这 个 覆盖 的 有 限 的 互 不 相 
区 的 子 集 , 具有 区 间 长 度 至 少 3 Ss 的 测度 的 有 限 和 . 用 


TAHE l = fti, ti + €i) 
记 对 应 的 半 区 间 . 借助 于 添加 区 间 


{Je}, Jy = |tu, ty + Ev), 
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它们 的 最 大 长 度 以 u AR, 完成 [0,1 HARRAH. M (1.9x) 以 及 覆盖 假 
定 , 我 们 有 
> dlu (ti) u(t; + €i) ) +2 dult u(ty +Er)) 
<(/ eilt (tdt — 5) s. eilt (1.9xv) 
< | e(t)dt — = Ss]. 


如 采 我 们 对 工 的 任何 分 割 P 能 证 明 


/ad 一 lim ， d(u(ti+1), u(ti)) (1.9 xvi) 
I IPI|—> 
我 们 在 (1.9x) PS u 一 0, 就 得 到 Ss 的 测度 是 零 . 对 6; 一 0, 取 一 个 序列 Ss, 
Bh A ee zg g 1.9.3. 下 面 我 们 来 验证 (1.9xvi). 

因为 de, = ei1(t)dt 是 绝对 连续 的 , 容易 看 到 映照 u 的 p = 1 总 能 量 E 被 
给 定 为 


l—e 
[ew jdt = lim Auld), wt +E) y 
e—0 0 E 
im [i S elti) ult Gt D) y 
e—0 0 E€ 


1 二 0 
三 lim 一 =f E 
E 一 (0 € 
从 而 对 5 > 0, e > 0 充分 小 , 存在 te € (0,6) 满足 Zelte) > Bi — ô. 现在 , 设 
P:0=to<ty<...<th=l 


是 了 的 任意 一 组 分 割 , 对 N 充分 大 满足 NIPI < s. 我 们 取 一 个 子 分 割 P cP, 
Mh, ti FES M tetic ZI, i=1,---,((4]-2). 注意 到 这 意味 着 


1 
t Ee — tj) <<. 
da lte tie | W 


| 
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因此 ， 


> Uu(ts), ultj+1)) > > diuli u(ti+1)) 


pol 


之 f adat -5—2(N) P (Ep)?, 
(这 里 , 我 们 已 经 应 用 了 上 一 步 的 附注 1.5.2). 因为 5 和 N 是 任意 的 , 并 由 于 单 
边 佑 计 已 足够 ( 见 (1.9x)), 我 们 得 到 (1.9xvi) 从 而 完成 了 引 理 1.9.3 的 证 明 . O 


引 理 1.9.4 设 (0,9), w AR u RA (1.9i) 中 一 样 . 设 1 < p<oo. 那么 
对 任何 1 <p! <p, 能 量 密度 函数 ey (xz) (对 方向 w), 几乎 处 处 满足 


ep (x) = (el(z))2 . (1.9 xvii) 
并 且 , 存在 u 的 表示 , 几乎 处 处 满足 


p’ 
lim 2 tyh w(t tey) _ 
€—0 EP 


证 明 从 引 理 1.9.1 和 引 理 1.9.3 我 们 知道 能 取 u 的 一 个 表示 , 几乎 处 处 满 


ep (t, y). (1.9 xviii) 


KE 


dP (u(t, ,U(t +e, / 
tig — MAE BEF EW) _ Celty), 


所 以 (1.9xviii) 将 从 (1.9xvii) 得 到 . (1.9xvii) 的 成 立 则 由 于 下 面 的 测度 论 引 理 

引 理 设 1<p<o0, {ge} C LP.(O,R), ge > 0. 假定 在 Q 的 任意 紧 致 子 
RE, ge 的 LP? 一 模 当 = 一 0 时 是 一 致 有 界 的 . 设 当 = -0 时 ，ge(z) — g(x) JL 
手 处 处 成 立 如 果 , 对 1 <p! <p, 也 有 g? dn 一 hdu, he L1(O,R), 那么 事实 
上 几乎 处 处 有 hh = g?. 

WEAR 设 feCc(Q). 记 Q=GUB, GNB=0,G EEBU ge — g. 
(所 以 B 可 取 为 具有 任意 小 的 正 测度 ). 那么 ， 
lim [| g? fdp =| fg? dp, 

G G 


E—O 
并 且 ， 
limsup / g? fdu < | fla T 
E— 0 B 
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这 里 C 依赖 于 紧 致 子 集 supp(f) E, 4e 一 0 时 的 ge 的 一 致 L? 估计 . 对 固定 
的 f, 取 uB) 充分 小 , 我 们 可 使 这 最 后 一 项 小 于 任何 给 定 的 5 > 0. 据 此 并 用 
Fatou 引 理 , 我 们 有 


[tof du< f phan = iim | fot'dn< | fo dnt 
(2 Q < 一 0 Jo Q 


这 就 证 明了 引 理 . 
将 这 个 结果 用 于 晴 数 


_ Ault, y) ult + €,y)) 


ge (t, y) z 


h(x) 一 Cp! (x), 
我 们 立即 得 到 (1.9xvii) 以 及 引 理 1.9.4. 


引 理 1.9.5 记号 (Q,g), w AX u =E) (1.9i). 设 1<p< œ. AZ, 能 量 窗 
度 测度 de (对 方向 w) 关于 Lebesque 测度 ，de =e,(x)du(z), 是 绝对 连续 的 , 并 
且 , 几乎 处 处 有 


进而 , 存在 u 的 表示 , 几乎 处 处 有 


jm ZUE y) u(t + € 9) 
e—0 EP 
对 u 的 任何 表示 , 以 及 (1.2iv) 中 的 任何 选取 v, 对 此 和 -Pdvy( 和 ) 和 dA 相差 有 界 
因子 , 我 们 有 f 


= ep(t, y). 


lim vec(Z) = ep(Z) 
几乎 处 处 成 立 . 
证 明 如 同 引 理 1.9.4, 只 要 证 明 第 一 个 结论 即 可 . 注意 到 第 三 个 结论 将 从 
第 二 个 结论 得 到 , 如 果 改 变 u 的 表示 , 几乎 所 有 的 ul, 将 仍 为 同一 个 L RKA, 
并 对 这 样 的 y, 由 于 > RH, veelt, y) 将 不 变 . 我 们 用 验证 下 面 两 个 测度 论 的 
不 等 式 来 证 明 引 理 的 第 一 个 结论 . 
eidu < de, 


de < et du. 
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其 中 第 一 个 从 Fatou 引 理 立即 得 到 : 固定 fe C.(Q), ABA, 
dP 


EP 
< | fde. 
Q 


为 了 证 明 第 二 个 不 等 式 , BEE fE Ce(O). ABA, 
l dP 
[ fde = lim [ fSdu 
这 里 省 略 了 各 种 变量 r= (ty), u(t,y), u(t+e,y). 所 以 ， 
E(f) = [ fdu +8 (e), 
这 里 当 < 一 0 时 ，51(e) 一 0. 但 是 对 固定 e> 0， 


和 = [sans x00) 
这 里 , 当 p — p WY, dap) 一 0. 将 估计 (1.4vii) 应 用 于 积分 的 右 问 , 并 且 也 应 用 
引 理 1.9.4, 就 产生 
= | frdp + ôi (e) + 62(p') 
Q €E 
< | fF e(z)” dule) + (€) + 4210) 
(2 


为 了 说 明 可 用 Lebesgue 的 控制 收敛 定理 , 应 用 刚 建立 的 不 等 式 (el)jpdn < de, $ 
p' 一 p 我 们 得 到 
J fde < [ fle, (x)? dp + ô (€). 


A 。 一 0, 我 们 但 到 所 要 的 第 一 人 不全 人 de < (e?)du. 这 样 , 引 理 1.9.5 就 被 证 
了 明了. es 口 


引 理 1.9.6 设 (0,9) 是 Riemann 流 形 的 区 域 (1.1i). HA 1 < p< œ, 
ue WP (Q, X), 


以 及 设 ZET(TO). 那么 , 对 每 一 个 1 < p <p 能量 密度 测度 de 关于 Lebesgue 
测度 是 绝对 连续 的 . 特别 地 , 如 果 我 们 用 |wu(2)|(z) 表示 p = 1 的 能 量 密 度 函 
数 , 那么 , 对 每 个 1 <y' <p, p' 一 能 量 测度 被 


us (2)|? duty (x) 


88: 第 十 章 Soblev 空间 和 到 度量 空间 的 调和 了 映照 


所 给 出 . 对 (1.2iv) P v 的 选取 , 使 和 -?dv( 和 A) 和 d 入 相差 一 个 有 界 因 子 , (对 每 个 
L<p' <p) 我 们 有 

lim ”ee(z) = |us(Z)|? (2) 
几乎 处 处 成 立 . 

证 明 我 们 取 一 个 坐标 图 并 用 局 部 坐标 方向 场 表 示 Z = Zio. 只 要 在 p= 

p 的 情形 证 明 我 们 的 断言 . 从 三 角 不 等 式 (1.8iv) 以 及 齐 次 性 质 (1.8v) 我 们 有 人 
计 

ZE(f) < |ZBn X El) 

al 


利用 引 理 1.9.5 产生 


d(Ze) < |Z|? vy Jax (O;)|? (x) du(z). (1.9 xix) 
由 于 欧 氏 测度 dul) 和 度量 测度 duole) 是 一 致 等 价 的 , 这 最 后 不 等 式 证 明了 
dfe 的 绝对 连续 性 . 

为 证 明 Ze. (x) 到 ju (Z) P(c) 逐 点 的 收敛 性 , 我 们 首先 注意 到 (1.9xix) 意味 
着 在 {zx|2Z(z) = 0} 上 几乎 处 处 有 |u.(2Z)|?(z) = 0. 所 有 近似 能 量 Zeer) 在 这 个 
集 上 也 是 零 . 这 样 我 们 只 要 验证 在 {z|Z(x) 4 0} 上 的 收敛 性 结论 . 这 里 我 们 可 
对 初始 坐标 图 做 C1 的 坐标 变换 , 将 2 变 到 坐标 方向 . 从 引 理 1.9.5, 以 及 相应 
体积 测度 的 一 致 等 价 性 就 得 到 所 要 的 结 采 . 口 


§1.10 p> 1 时 de 的 绝对 连续 性 


定理 1.10 设 (Q,g) 是 Riemann 流 形 的 区 域 (1.1i)，1 < p< œ. & 
u €E W1P(Q, 久 ). 那么 , 能 量 密度 测度 de 关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 ， 即 ， 
存在 |Vulsp(z) € L1(0,R), 使 


de = |Vulp(z2)du(z). 


证 明 (在 证 明 以 后 我 们 将 说 明 我 们 为 什么 对 p 用 上 标 而 不 用 下 标 . ) 像 
(1.8.1) 中 一 样 , 我 们 将 问题 化 为 0 有 局 部 标 架 的 情形 . 我 们 有 下 列 等 式 : 


E(f) = 人 _ *E(f)do(w). (1.101) 
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根据 定理 1.9.6, 我 们 将 对 应 的 能 量 密度 测度 表示 为 
d(“e) = ju, (w)P(z)dp(z), 
这 样 ，(1.10i) 可 改写 成 
B01)= ff tus wP@)s@)dule)do(w). (1.10 i) 


容易 验证 非 负 函数 ws(w)P(z) 在 (z,w) 中 是 联合 可 测 的 . 对 在 Q 的 紧 子 集 中 内 
闭 一 致 收敛 的 增加 序列 fi l, {f} Cc C.(Q), 应 用 单调 控制 定理 , 我 们 有 


| | ju, (w)|?(x)du(x)do(w) = E < oo (1.10 iii) 
sn-1 Jo 
对 L! 函数 
Vul (z) = 人 [ute (w)/P (w)do(w) (1.10iv) 
应 用 Fubini 定理 就 有 
B(f) = f (2) flu (w)PP(w)do(w)) dla) D 


在 记号 |Vulp 中 p 用 上 标 代替 的 原因 是 避免 与 不 同 的 z 一 能 量 相 混淆 : (BR 
T X =R) |Vulp 不 等 于 |Vul?. (HA, 如 果 两 个 表达 式 都 有 意义 , 它们 将 是 一 
BLS OTH.) 在 §2 中 , 我 们 对 p = 2 的 情形 有 特别 的 兴趣 , 为 此 对 u € WQ, X) 
定义 
Yu = 二 IYvuao) = 二 f_o Padol). (1.10v) 
我 们 将 在 §2 看 到 这 个 定义 和 Riemann 流 形 间 映照 定义 |dul? 的 通常 方法 是 一 
致 的 (也 见 (1.2viii)). 


§1.11 能 量 密度 函数 的 演算 
我 们 这 里 收集 各 类 能 量 密度 函数 的 有 用 的 运算 事实 . 
定理 1.11 对 1<p<o, 设 we W9(0,X). 如 果 2Z,W ET(TOA) 并 且 
h € ChQ), 那么 
ux(Z + W)| < Jus (Z) + |u.(W)I, 
jus (RZ) = |hlP|u.(Z)|?, (1.11 i) 
jux(Z)/P < C(n)|Z|?|Vulp. 
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如 果 yY 是 一 个 从 Q BO 的 一 个 Ct! 微分 同 胚 并 记 v = uo, MA, ve 
WPO, X), 且 成 立 链 式 法 则 
AACA) (1.11ii) 


如 果 两 个 度量 是 接近 的 , ABA, 它们 的 Sobolev 能 量 密度 函数 也 是 接近 的 . 特别 
地 , 设 QC RR" 并 设 6, 9 分 别 是 0 上 的 欧 氏 度量 和 Riemann 度量 . 用 |Vul。 和 
iVulp,g 表示 u 的 对 应 能 量 密度 函数 , 且 设 du 和 du, 是 相应 的 体积 形式 . 设 和 2 
和 A? 分 别 是 g AT 6) 特征 值 的 最 小 和 最 大 值 . 那么 , 我 们 有 估计 


^ _|Vu]pdu < < [Vulpgdug S 


A ess 
Nn ip |Vulpdu. (1.11iii) 


证 明 公式 (1.11i) 是 定理 1.8.1 结论 的 推论 , 如 果 我 们 应 用 后 一 节 和 定理 1.9.6 
以 及 定理 1.10 的 可 微 性 结果 . 注意 到 , 我 们 已 在 第 三 个 不 等 式 中 用 逐 点 模 |Zo 
代替 最 大 模 |2|。. 利用 (1.8) 和 单位 分 解 的 论证 容易 验证 这 点 . 

对 上 述 y 显然 (用 球 平均 A v = uoy e WHO, X). 链 式 法 则 (1.11i 从 
下 列 事实 得 到 : e 能 量 密度 函数 满足 


yec(Z) = =v PAC: )), 


并 对 适当 的 v 4e 一 0 时 , CHULA PY AYA le] BE Be eR (FE 
1.9.6). 

我 们 证 明 断 言 (1.1 1iii) 如 下 . 回顾 在 1.2 节 中 计算 一 个 以 半径 为 eR 球 平 均 
对 应 于 选取 


n+P nyp 


称 上 述 测度 为 vr. ABA, «MRE BE (ATES 9) 给 定 为 


dp(u(z)， 
在 我 们 情形 有 不 等 式 
A du < dug < A” dy 
以 及 球 包含 关系 
B(x, =) C B(x,e), C Ble, =). 
Br=1URR=1, 我 们 得 到 
A” A” 


An+p v €e(Z) S< nee, g(x) < MnTp vRec(Z). 
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取 积 分 (并 再 利用 体积 不 等 式 ), 我 们 看 到 (对 任何 f > 0, f € C.(0)) 


A27 四 A2” 
Ante "Eelf) S v Be.g(f) S Sarp rabelf) 


从 =s-- 能 量 泛 函 的 弱 收 敛 性 , 我 们 得 到 极限 测度 满足 相同 的 不 等 式 , 即 


-À |Vulpdu < < [Vulp,gdug < |vulydy. 


Antp 


这 恰好 是 (1.11ii) 的 断言 . 口 


a 


81.12 Lipschitz 域 的 迹 理论 


本 证 中 我 们 展开 定义 在 Lipschitz 域 上 的 有 限 能 量 映照 的 L? 迹 理论 . 我 们 证 
明 两 个 另 数 有 相同 的 迹 的 充 要 条 件 是 它们 间 的 距离 是 一 个 在 边界 上 有 零 迹 的 有 
限 能 量 的 实 函 数 . 我 们 也 证 明 一 个 替代 定理 : 如 果 Q 能 被 分 割 成 两 个 Liptshitz 
FHR, 并 且 如 果 对 每 个 子 域 存在 有 限 能 量 映照 , 它们 在 公共 边界 上 有 相等 的 迹 ， 
那么 , 结合 起 来 , 它们 定义 了 在 整个 9 上 的 具有 限 能 量 的 整体 映照 , 它 的 总 能 量 
恰 为 其 部 分 能 量 之 和 

定义 如 果 (0,9) 是 一 个 Riemann 流 形 的 区 域 , 那么 说 OQ 在 ren 附 
近 是 Lipschitz 的 是 要 求 存在 z 点 的 一 个 领域 U 以 及 U 上 的 局 部 坐标 图 , 使 在 
该 坐标 中 ONU 是 某 (n 一 1) 一 维 超 平 面 上 的 一 个 Lipschitz 函数 的 图 . 容易 看 
到 这 个 定义 等 价 于 下 列 定义 , 它 要 求 适当 的 横 堆 向量 场 的 存在 性 . 我 们 说 6Q 在 
mx € OQ 附近 是 Lipschitz 的 , 如 果 存 在 z 的 一 个 邻 域 U 和 定义 在 UU 上 的 光 
滑 向 量 场 Z, 以 及 正 数 p, to, 使 对 所 有 的 ze ON, 在 1.1 中 的 流 z(x, t) 满足 


7(7,t) EQ, wR 0 < 上 < to, 
(x,t) ÉQ, 如 采 —to<t<0, (1.12i) 
d(T(x, t), OQ) > pltl, 如 采 |t| < to. 


对 紧 致 子 集 TT C ON, WR OO 在 每 点 x CT 附近 是 Lipschitz 的 , 我 们 就 称 
F 是 Lipschitz 的 . 容易 看 出 这 等 价 于 在 T 的 一 个 邻 域 中 存在 一 个 光滑 的 向 量 场 
Z, 它 对 适当 选取 的 正 数 p, to 满足 (1.12i). 我 们 将 称 O 本 身 是 一 个 Lipschitz 
域 , 如 果 OO 是 Lipschitz AY. 

Wl<p<o, we WP(0,X) MR p> 1 (u € BV(Q, X) WẸ p= 1). 
UWR T C 60 # Lipschitz 的 , 并 且 Z 是 对 所 有 x eT 满足 (1.121) 的 横 截 向 量 
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场 , 那么 , 有 一 个 定义 迹 映 照 we LT, X) 的 自然 方法 如 下 . 回顾 $1.1 中 , 我 们 
记 Zz(z,t) WR Z 所 诱导 的 流 . 在 有 限 个 局 部 坐标 图 上 应 用 引 理 1.9.2 (其 中 Z 
对 应 于 定义 (1.9i) 中 的 方向 w), 我 们 看 到 u 有 一 个 代表 使 对 所 有 x eT, 映照 
u(Z(z,t)),0<t < to 或 者 是 Holder 连续 的 (p > 1) 或 者 是 有 界 变 差 的 (p = 1). 
因此 , 映照 


u(x) = Jim, u(T(x,t)) 


几乎 处 处 有 定义 (关于 了 上 的 (n — TD)- 维 Hausdorff 测度 ). 并 且 , 我 们 从 估计 
(1.9viii) 以 及 定理 1.8.1 得 到 (对 依赖 于 O 的 常数 C) 


| Pale) uale, ta < c( f, te] (tZ). (1.12ii) 
r Zlio 


(这 里 我 们 用 U 表示 Q. 在 Q 中 的 补 集 , 而 me 表示 Q 中 与 ON 的 距离 至 多 为 
的 点 集 ). 因为 we LQ, X), 对 几乎 所 有 的 t, 映照 u(z(x,t)) 是 属于 LQ, X) 
的 . 我 们 从 (1.12ii) 得 到 结论 , 迹 上 映照 是 映照 u(Z(2,t)) 4 t 一 0 时 的 L 极限， 
因而 也 是 L? 映照 . 进而 , 如 果 我 们 用 u 的 任 一 表示 , 那么 迹 映 照 是 上 一 0 时 映 
AA w(z(z,t)) 的 几乎 处 处 的 Le 极限 , 因而 是 良 定 的 , 不 依赖 于 u 的 表示 . 


引 理 1.12.1 上 述 迹 的 定义 不 依赖 于 横 截 向 量 场 Z HRM. 并且， 如果 
ri CT, ÆA u ET, EARR u Er Lité r 上 的 限制 . 


证 阴 第 二 个 结论 从 第 一 个 结论 得 到 .第 一 个 结论 则 是 引 理 1.8.2 以 及 下 
列 论证 的 结论 . 设 Z 和 W 是 两 个 满足 (1.12i) 的 横 截 向 量 场 . 设 z (x,t) 以 及 
Talx, t) 是 对 应 的 流 . 我 们 来 证 明 ( 从 OO 到 X) 映照 w(zi (zx,t)) 和 w(zo(z,t)) 收 
敛 于 (几乎 处 处 ) 同一 个 迹 映照 . 记 将 z (2, t) PRB zo(z,t) 的 映照 为 y. 注意 到 
vw 是 一 个 将 工 的 某 邻 域 映 照 到 自身 的 双 Lipschitz 映照 . 这 样 , 我 们 有 估计 


J "lee | dP (u(y (x, t)), aza(z 四 ))G dt 
£1 ON 


(1.12 iii) 
<c [ _ f(z) (uz), u(w(e)))dy(x), 


其 中 f € C.(Q9 


H2 


15) 满足 0 < f < 1, 且 对 满足 


Hı < d(x, OQ) < H2 
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的 x, f=1. 记 6 为 |w(x) -rl EFR UNG, 上 的 上 确 界 . 那么 对 充分 小 的 
u2, 从 关于 参数 的 连续 依赖 性 我 们 得 到 


6< Cho max |Z 一 W]. 


取 jp Wee = sh. E |Z- W| 充分 小 时 我 们 能 保证 36 < u (对 所 有 小 
的 ua). 在 这 种 情形 下 我 们 能 构造 一 个 对 (1.11 iii) 适当 的 f, 它 也 满足 应 用 引 理 
1.8.2 必需 的 条 件 , 即 f s C.(Q3s). 从 该 引 理 我 们 有 

fxj (u(x), u((x)) )du(a) < cw | de. (1.12 iv) 


C 
Qia +6 


LA 
应 用 (1.12iii) 以 及 (1.12iv) 我 们 得 到 d? (u(z1 (2, t), u(Zo(z, t))) 的 积分 平均 值 ( 关 
于 ge <t< Ge) Se 一 0 时 收敛 于 零 . 这 样 , 2 和 W 定义 了 T 上 的 相同 
的 迹 函 数 , 如 果 上 述 闭 的 假定 满足 . 因为 严格 的 横 截 问 量 场 集合 是 一 个 正 锥 ( 即 ， 
如 果 2Z 和 W 是 适合 的 , 那么 对 正常 数 a, b, a2Z + bW 也 是 适合 的 ), 它 是 连通 


AY. 所 以 , 正如 我 们 已 经 做 的 , 只 要 对 充分 接近 的 向 量 场 证 明 引 理 . 口 


定理 1.12.2 设 (Q,9) 是 一 个 Lipschitz Riemann 区 域 并 设 1<p< oo. 任 
何 ue WHP(Q, X) 有 一 个 良 定 的 迹 映 照 以 (或 Tr(u)), 满足 Tr(u) € P(Q, X). 
如 果 序 列 {wi} c WQ, X) 具有 一 致 有 界 的 能 量 EM, 并 且 如 果 序 列 {wi} 按 
LP 距离 收敛 于 映照 人 那么 u 的 迹 函 数 在 L(A, X) Pika u 的 迹 函 数 . 
两 个 映照 u, ve WQ, X) 有 相同 迹 的 充 要 条 件 是 d(w,v) E W'7(Q,R) 的 迹 为 

证 明 从 引 理 1.12.1 以 及 它 前 面 的 注 记 可 得 到 we WP (0, X) 有 良 定 的 迹 
映照 Tr(u) € Z2(60,X). FEH, 如 果 我 们 固定 一 个 满足 (1.12i) AR I EA 
Z, 以 及 |2Z|w < 1, 那么 , 对 几乎 所 有 (小 的 ) t 我 们 有 估计 (从 (1.12i)) 


| PENE EEDA < CP | | [Vulpdp (1.127) 
ON nc 
积分 这 个 不 等 式 产生 
li f e P (Tr z(e, Darr tat < CË fe vubdn  (1.12vi) 
OQ 


我 们 能 用 L- 不 等 式 以 及 对 两 个 Sobolev PA u, v 用 估计 (1.12vi) 来 控制 


i 


的 [acre £), Tr(v)(z)) wy tat) . 
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在 相关 项 中 将 dz2dt 改变 成 du 导致 不 等 式 


| J PA, TAE) sad ( f ulpan + ob 
ƏN OF Q; 


O O 


+Cty ” J 
2 


0 


i 
P 


d (u, sdn) . 


(1.12 vii) 
这 个 不 等 式 说 明 如 果 序 列 {wi} 在 Z2(Q,X) 中 收敛 于 u 并 且 {w} 有 一 致 有 界 
的 能 量 , 那么 迹 收敛 于 的 迹 . 特别 地 , 我 们 从 半 连 续 性 得 到 w 的 能 量 以 wi 的 
能 量 为 界 , 所 以 (1.12vii) 右 端的 第 一 项 当 取 to 充分 小 时 能 任意 小 (对 函数 选取 
u = u, v = u;i). —H to 取 定 , 第 二 项 用 取 i 充分 大 使 其 充分 小 . 我 们 再 来 证 明 
相等 迹 函 数 的 特征 . 对 函数 w 和 v 用 (1.12vi), 在 LPS PAAR SS PRA 
一 选取 (并 作 如 上 变量 变换 ) 来 估计 左边 项 如 下 : 


(I, 


pto 


Podu) < Cyt ( hs Vulpdys)? + ( [ ; uly) 


+Ct? 10m d? (tr(u), Tr(v Jaz)”. 


(1.12 viii) 
如 果 Tr(w) =Tr(v), 那么 (1.12viii) 意味 着 
lime? | aP(u(y),o(u))du(y) =0 (1.12 ix) 


将 d(u(y),v(y)) 记 为 h(y). 定义 截断 函数 nly), EXE u 内 部 为 1, EO, 的 补 
集中 为 零 , 而 在 离 90 为 幸 到 + 间 的 环形 区 域 中 为 0 到 1 间 线性 插值. 显然 , 当 
t+ 0 时 ,在 LP(Q,R) H mh >h. 36H, 


( 人 v(m) — ValPdy)? < ( 人 hP|VnelPdu)® + ( +(f/ (m —1)?|VhlPdy)*. (1.12x) 


从 (1.12ix) 我 们 看 到 当 t 一 0 时 ，(1.12x) 右 端 第 一 项 趋 问 于 零 , 显然 , 第 二 项 也 
趋向 于 零 . 因而 , 函数 nh FEW)? BUN h. 由 于 每 个 nh 迹 为 零 , (由 定理 
的 第 一 部 分 ) 我 们 得 到 h 的 迹 也 为 零 . (事实 上 , 这 论证 说 明 ( 在 v BASS 
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HRH v = 0 的 情形 ), 对 Lipschitz 域 , 具 零 迹 的 函数 集 恰 为 空间 Wo’? (O, R), 
即 CS 在 Sobolev 模 下 的 闭 包 . 这 个 事实 是 熟知 的 .) 

我 们 现在 必须 说 明道 命题 , 如 果 h 的 迹 是 零 , 那么 Tr(w) =Tr(v). 在 (1.12vi) 
H u= h it, 由 于 Tr(h) =0, 


hs 


在 (1.12vii) 的 右 端 用 这 个 估计 , FFAS to BFS, 我 们 得 到 Tr(w) =Tr(v). 口 


定理 1.12.3 设 风 是 一 个 Lipschitz Riemann 区 域 , 而 它 本 身 是 Lipschitz 
FIR Qi, Qo 的 不 相交 的 和 , 并 且 Lipschitz 边界 为 ONAN. H1<p<o, # 
E wi € WHP(Qi, X), 其 中 1=12. 假定 在 QUNIN EM BHR Tr(ui) =Tr(u2). 
那么 , 映照 u 定义 为 


tP 
hP(y)du(y) < C2 | Ivhlran. 
pb nF 


u(x) = u;(z). wR 2 EN; 
它 是 具有 限 能 量 的 映照 ,并且 


| Vuan = | Valsad + | |V U2 |pap. 
0 Qı Qo 


证 明 为 简单 起 见 , 我 们 在 这 定理 中 限于 p > 1 的 情形 . 例如 在 这 种 情形 ， 
只 要 证 明 u 是 一 个 有 限 能 量 的 映照 , 由 于 它 的 能 量 密度 在 Q; 和 wi 的 能 量 密度 
一 样 , 并 且 能 量 密度 关于 Lebesque 测度 的 绝对 连续 性 立即 意味 着 定理 中 所 断言 
的 总 能 量 的 可 加 性 . 设 2 是 在 ANR NIR 的 一 个 邻 域 中 的 模 截 癌 量 场 , 指向 9。 
HWE (1.12i).， 因 为 我 们 定理 中 的 Lipschitz Ri, oN N 002. 被 有 限 多 个 ( 相 
INATET 所 覆盖 , 而 每 个 了 下 是 从 R 中 的 半径 为 r 的 球 出 发 的 映照 o 的 
XL Lipschitz 映照 的 像 . 我 们 将 (借助 于 伸缩 ) 化 为 标准 情形 


b :万 "一 (0,1) >T. 
那么 对 小 to 我 们 用 被 2 所 诱导 的 流 , 定义 一 个 双 Lipschitz 映照 Yy X 
w(y,t) = zly) t) — (y, t),€ B” (0,1) x (to, to). 


rE BRR v Av =u03w. MA, v= vw 是 从 Bx (0,to) 出 发 的 有 限 能 量 映 
Rg, 而 v = v, 是 从 B x (--to,0) 出 发 的 有 限 能 量 映照 (因为 有 限 能 量 映 照 在 双 
Lipschitz 复合 下 是 保持 的 ). 并 且 , 利用 在 O PH Z 以 及 在 B x (-to, to) 
中 的 向 量 场 2&, 我 们 看 到 v 在 Bt 中 的 两 个 迹 是 一 致 的 . 如 果 我 们 能 证 明 v 
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7 B x (如 ,如 ) 中 的 有 限 能 量 映照 , 那么 , u BT SARE RII — AA FREER 
照 P AIRETA nn aan» 

取 一 个 横 堆 于 2 = 0, 的 (单位 ) 方向 w, 并 取 定 问 使 w! > 0. Rv 的 一 个 
代表 使 v 在 平行 于 w ERA HEL Holder 连续 的 . 这 是 可 能 的 , 由 于 引 
理 1.9.2 以 及 在 Bo E v 的 两 个 迹 是 一 致 的 事实 . 用 ye B! x {0} 来 参数 
化 w-A MAWAR. 我 们 断言 对 每 个 w- 线 是 连续 的 y, 它 有 有 限 能 量 , 并 且 这 个 
能 量 是 对 应 于 v 和 vs 的 有 向 能 量 的 和 , 为 了 看 出 为 什么 如 此 , 我 们 求助 于 单 变 
量 情形 的 引 理 1.9.2, I 是 一 个 点 , 我 们 有 两 个 有 限 能 量 映照 (因而 是 Holder 连 
续 的 ) wi : (—to,0) > X 以 及 we: (—-to,0) — X EMT t = 0 时 有 公共 的 ( 迹 ) 
E. S w 是 最 终 的 连续 映照 , 我 们 来 导出 它 有 有 限 能 量 . 我 们 用 估计 (1.9viii) 以 
及 三 角 不 等 式 导 出 对 上 < 0 < 上 上 十 gs， 


dP (w(t), w(t + €)) < 2 (d (w(t), w(0))) + d?(w(0), w(t + €)) 


4, 0 be (1.12 xi) 
< WPeP—*( fe |Vwilpds + fh |Vwalpds). 


当然 , 如 果 t Mt+e 都 在 0 的 同一 边 时 对 应 于 (1.12xi) 的 估计 也 成 立 , 事实 上 
没有 P 的 因子 . 如 果 我 们 在 ti < 0 < to 间 积 分 (1.12xi) (以 及 对 应 的 估计 ), 并 
用 Fubini 定理 , 我 们 得 到 


to 0 t2 +E 
| dP (w(t), w(t + e))dt < 2eP( / Wun |pdt + J Vwzlpdt), 
ti 0 


ti 
t2 0 t2 +E 
J ec(t)dt < 2°( | IV w1|pdt +/ [Vw2|pat). 
ti tı 0 


这 最 后 不 等 式 说 明 es- 能 量 在 上 = 0 附近 贡献 是 任意 小 (依赖 于 ti, t2), 所 以 我 们 
得 到 w 是 一 个 有 限 能 量 映照 , 以 及 它 的 能 量 是 w 和 wo 能 量 的 和 . 我 们 已 经 证 
明了 对 几乎 所 有 y € B x {0}, w AMAA AES, 被 其 两 个 分 量 的 能 量 
所 给 定 . 我 们 (从 引 理 1.9.1 中 的 道 命题) 立即 得 到 我 们 的 映照 沿 w 方向 具有 
等 于 其 两 个 分 量 能 量 和 的 有 限 能 量 . 关于 所 有 模 稚 方向 ( 即 几乎 所 有 方向 ) 积 (分 ， 
我 们 看 出 映照 v 满足 


Bp 


/ ” Fda(w) < oo. 


利用 和 引 理 1.9.1 中 同样 的 原理 , 容易 得 到 v e W1P(B-! x (—-to, to, X). 这 样 ， 
就 证 明了 定理 1.12.3. E 
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§1.13 预 紧 性 


这 里 给 出 的 预 紧 性 定理 不 是 在 82 中 调和 映照 理论 所 需要 的 , 但 因为 它 是 
Sobolev 理论 的 一 个 目 然 组 成 部 分 并 能 用 我 们 已 经 发 展 的 结果 很 快 证 明 , 我 们 这 
本 三 中 给 出 


定理 1.13 设 Q 是 一 个 Riemann 区 域 ，(X,d) 是 局 部 紧 的 完备 度量 空间 ， 
E 1<p< oœ. wÑ p> 1, 设 {wi} c WQ, X) (WR p= 1, 设 {u} c 
BV (Q, X)) 满足 


[ d (u(x), Q)du(z) + E* < C. 


(这 里 @ 是 关中 的 固定 点 ，C 是 一 个 固定 常数 ，E" 是 映照 wi 的 能 量 . ) 那么 ， 
{ui} 的 一 个 子 序 列 在 ZP(Q,X) 中 收敛 于 一 个 有 限 能 量 映照 u. 


证 明 我 们 用 的 局 部 紧 定 义 是 每 个 有 限 半 径 的 闭 球 是 紧 的 . 对 7 = 0 我 们 
定义 Qj =Q. 对 每 个 7 CN 我 们 用 有 限 个 点 


{Qj }r=1,...,N; 
i BQ, j), 每 一 Pe BQ, j) 是 在 那些 点 之 一 的 1 邻 域 之 中 . 实 值 函数 
d(u;(x),Q;_) 


具有 有 者 的 Sobolev 模 (或 BV 模 ). (BEND L? 分 量 是 被 依赖 于 ; 的 量 控制 , 但 根 
据 推 论 1.6.3 能 量 分 量 是 一 致 有 界 的 . 这 样 根据 BV 以 及 Sobolev 函数 的 预 紧 性 
定理 , 以 及 Cantor 对 角 线 法 , 我 们 得 到 一 个 子 序列 (对 此 我 们 仍然 记 为 fui}), 从 
而 对 每 个 固定 的 (jr) 存在 一 个 L 函数 di 在 LO, R) 中 满足 


d(ui(x), Qj.) > dj, (2). 
对 所 有 (j, r) 我 们 也 假定 对 几乎 所 有 z (借助 于 取 子 序列 ) 
d(ui(z), Qj) = dj, (£) < 00. 
我 们 断言 对 所 有 (j, r) 对 这 样 的 x 存在 唯一 的 点 u(x) © X 满足 


d(u(x), Qj.) = dy, (2). 


-198 ， 第 十 章 Soblev 空间 和 到 度量 空间 的 调和 了 映照 
为 了 说 明 为 何如 此 , 像 上 面 一 样 固定 一 个 z 以 及 满足 7 > dole) 的 j. 然后 取 
io 使 i > io, 则 意味 着 
id(ui (x£), Qj) — dj, (x)| < 5 r=1,...,Nj. 
d(ui(z),Q) < j. 
根据 构造 点 列 {Qir} 的 方法 , 存在 一 个 7 = r(x, j), 使 
d(uis (2), Qina) < F 


从 三 角 不 等 式 


这 估计 说 明 点 列 {Qiri} 是 Cauchy 序列 以 及 ulr) 是 它 的 极限 . 
PAA u 显然 是 可 测 的 (具有 分 离 的 值 域 ), 且 根 据 构造 对 几乎 所 有 x 


根据 Fatou 引 理 
[ dP (u(x), Q)dy(x) < lim ink [ d(u;(x),Q)dp(x) < C, 


因而 u c LP(Q,X) 根据 下 半 连 续 性 (定理 1.6.1) u 是 一 个 有 限 能 量 映照 , H 
EX < C. 利用 三 角 不 等 式 


d (u(x), u(x)) < 2?d?(ui(x), Q) + 2P (u(x), Q). 


根据 构造 , 右 端的 序列 在 L1(0,R) 中 收敛 于 函数 P+ (ul), Q). 根据 熟知 的 
Lebesgue 控制 收敛 定理 的 推广 得 到 


| Pule) ul Z))d1 — 0, 


因而 , 在 LQ, Xx) H u; 一 1 口 
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在 82.1 我 们 回顾 非 正 曲 率 (NPC) 度量 空间 的 意义 . 这 个 定义 是 利用 和 欧 氏 
空间 的 三 角形 比较 来 给 出 的 , 这 就 推广 了 Riemann 流 形 中 非 正 曲率 的 概念 (在 
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单 连通 的 情形 )， 我 们 回顾 一 些 有 用 的 四 边 形 比较 不 等 式 ， 它 们 出 现在 Y. G. 
Reshetnyak [Re] 的 文章 中 . 为 了 研究 调和 映照 问题 , 我 们 将 NPC 定义 的 推论 和 
第 一 节 中 的 WEN, X) Sobolev 空间 理论 结合 起 来 . 在 82.2 我 们 研究 Dirichlet 
问题 , 即 对 给 定 的 迹 寻 找 一 个 对 p = 2 的 Sobolev 能 量 的 W12(9,.X) 驻 点 映 
照 (在 具有 相同 迹 的 W200, X) 映照 中 ). 我 们 证 明 存 在 一 个 唯一 的 解 , HEE 
的 能 量 是 所 有 可 人 允许 能 量 函 数 中 的 极 小 值 . 事实 上 ，NPC 的 假定 意味 着 能 量 泛 
咀 关 于 有 限 能 量 映照 的 自然 测 地 同 伦 是 近似 凸 的 . 这 个 凸 性 用 来 说 明 极 小 化 序 
列 在 L?(Q, X) 中 是 Cauchy 序列 , 即 应 用 了 找 调和 函数 的 Dirichlet 原理 恰当 推 
)". 和 经 典 的 情形 一 样 , 凸 性 也 意味 着 唯一 性 结果 . 我 们 这 里 给 出 了 一 般 的 , 优 
美的 , 简洁 的 证 明 , 这 表明 我 们 找到 了 它们 表述 的 合适 框架 . 我 们 将 能 量 的 正确 
定义 (利用 距离 ) 和 距离 比较 结果 (从 NPC 假定 得 到 ) 结合 起 来 , 取代 通常 论证 
中 用 的 一 阶 导 数 表示 以 及 仅 包含 (第 零 阶 ) 距离 不 等 式 ， 在 82.2 中 的 存在 性 定 
理 用 到 了 目标 流 形 的 完备 性 而 没 用 到 任何 局 部 紧 性 . 这 在 后 继 工作 中 的 应 用 是 
重要 的 , 例如 目标 流 形 是 L*(M,X) 的 情形 , 其 中 M 是 Riemann 流 形 而 X 是 
NPC 空间 (这 种 目标 流 形 也 是 NPC). 

在 第 一 节 我 们 描述 了 一 个 映照 we W12(0, X) 对 固定 的 向 量 场 Ze TT(9) 
如 何 诱导 可 积 的 有 向 能 量 函数 jw.(2)|2(z). 在 82.3 我 们 证 明 NPC 假定 的 推论 
年 那些 有 问 能 量 函 数 满足 平行 性 公理 , 即 


lux (Z +W) + Jus(Z W)? = 2lu.(Z)|? + 2lu.(W)|?. 


因而 存在 一 个 非 负 可 积 张 量 T, CIE TEJ Riemann 目标 流 形 (N,h) 映照 的 拉 
回 度量 uth 的 概念 , 从 而 p= 2 的 Sobolev 能 量 密度 函数 (Vul? 在 局 部 坐标 中 
被 
[Vu]? = g” Tij 

所 给 出 . AR r 在 理解 到 NPC 空间 的 调和 映照 结构 , 以 及 对 刚性 理论 应 用 都 起 
重要 的 作用 . 

为 证 明 到 NPC 空间 的 调和 映照 的 内 Lipschitz 连续 性 , 我 们 可 按照 [GS] 
的 方法 ， 如 有 必要 对 各 种 论证 进行 推广 ， 在 82.4 我 们 用 证 明 AlVul? 的 经 典 
Bochner 不 等 式 的 一 个 ( 弱 ) 形式 来 导出 这 个 正则 性 ， 这 个 Bochner 不 等 式 意味 
着 |Vul? 事实 上 是 次 调和 的 . 在 调和 函数 情形 , 这 个 不 等 式 能 由 能 量 积分 的 有 限 
差分 技巧 所 得 到 . (当然 , 在 形式 上 只 是 计算 AlVul?. ) 这 个 技巧 包含 将 解 _ 沿 
日 身 平 移 方 向 收缩 , 估计 能 量 的 变化 , 并 注意 到 它 必须 是 非 负 的 . 那些 思想 推广 
到 NPC 的 框 染 ， 并 蕴涵 相同 的 Bochner 不 等 式 . 
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在 82.5 我 们 回顾 如 何 构造 到 NPC 空间 映照 (关于 不 同 重量 的 ) 的 质心 . 为 
了 村 出 不 同 映照 (关于 不 同 重量 ) 的 质心 间距 离 的 定量 估计 , 我 们 用 [Re 的 四 边 
形 比较 法 . 将 这 些 估计 积分 能 用 能 量 的 平均 来 估计 映照 平均 的 能 量 . 在 82.6 我 
们 研究 等 变调 和 映照 问题 . 我 们 指出 在 某 些 情形 如 何 构造 有 限 能 量 的 初始 映照 ， 
如 何 将 Dirichlet 问题 的 解 与 82.5 中 的 平均 化 技巧 结合 起 来 , 用 来 产生 具有 (局 
部 ) 一 致 Lipschitz 控制 的 极 小 化 序列 . 这 种 方法 类 似 于 , 但 技术 上 不 同 于 Perron 
找平 和 函数 的 方法 . 我 们 以 82.7 结束 本 文 , 其 中 我 们 指出 如 何 解 到 NPC 覆盖 
空间 调和 映照 的 同 伦 问题 ; 我 们 给 出 了 Eells-Sampson [ES] 的 经 典 结果 的 自然 推 
广 . 


82.1 非 正 弯曲 度量 空间 


一 个 完备 的 度量 空间 (X,d) 如 果 满 足下 列 两 条 件 , 就 称 为 非 正 弯曲 的 (NPC): 
1 (X,d) 征 一 个 长 度 空间 . 即 对 X 中 的 任何 两 个 点 P, Q, 距离 d(P,Q) 被 连 
接 P 到 Q 的 一 条 可 求 长 曲线 的 长 度 所 实现 . (我 们 称 实现 距离 的 曲线 为 测 
地 线 . ) 
2 X} X 中 的 任何 三 点 已 Q, R 以 及 选取 连接 对 应 点 的 测 地 线 ypo (长 度 为 
rT), Yen (长 度 为 p), 以 及 yap (BEX q), 下 列 比较 性 质保 持 : 对 任何 
0<A<1,1Q) X yR 上 的 点 , EF Q 到 RR 距离 分 比 为 和 的 点 . 即 


在 欧 氏 三 角形 (可 能 退化 ) E, WKY p, q, r, 以 及 对 角 顶 点 五 Q, R, AXt 
QA = Q+AR— 0). 


NPC 假定 是 度量 空间 距离 d(P,Q、) (从 Qi 到 它 对 角 顶 点 的 距离 ) 以 欧 氏 
距离 P-Q] HER. 这 个 不 等 式 能 精确 地 写 为 


d°(P,Qy) < (1— A)d?(P, Q) + Ad?(P, R) — A(1— A)d?(Q,R). (2.1i) 


利用 逐次 再 分 割 我 们 看 到 从 入 = 2 时 的 比较 性 质 可 证 明 对 所 有 0 < 入 < 1 
的 比较 性 质 . 

上 述 性 质 2 的 简单 推论 是 NPC 空间 中 的 测 地 线 是 唯一 的 . 事实 上 ,如果 
N, 72 是 两 条 从 Q 到 R 的 测 地 线 , By, 上 的 点 P, EQ 到 RR 的 分 比 为 处 . 
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取 入 = u MEU- y 上 ) 构造 QL 根据 构造 , 欧 氏 空间 的 比较 三 角 
形 一 定 退 化 为 一 条 直线 , 因而 P = Q, Bl d(P,Q,) = 0. 比较 性 质 2 意味 着 
d(P.Q,) = 0 也 成 立 . 由 于 是 任意 的 , 我 们 得 到 测 地 线 Y 和 yo 相 重 合 . 至 少 
在 X 是 局 部 紧 空 间 的 情形 , 测 地 线 的 唯一 性 的 简单 推论 是 NPC 空间 X 一 十 
是 单 连 通 的 . 反 过 来 , 熟知 的 事实 是 (用 Jacobi 场 方法 分 析 ) 任何 完备 单 连 通 的 
具有 非 正 截面 曲率 Riemann 流 形 是 NPC 空间 的 一 个 例子 . (定义 两 点 间距 离 为 
连接 该 两 点 的 曲线 长 度 的 下 确 界 . ) 存在 许多 非 -Riemann 的 NPC 空间 的 例子 ， 
例如 . 树 (trecs), 欧 氏 建筑 (Euclidean Buildings), Hilbert 空间 , 以 及 其 他 无 限 维 
对 称 空间 . 又 比如 和 是 NPC 以 及 (0M,9) 是 一 个 有 限 体积 的 Riemann 流 形 , 那 
A, L?(M,X) 也 是 NPC. 

NPC 假定 的 一 个 有 用 结论 是 四 边 形 比较 性 , 对 此 我 们 现在 来 描述 . 那些 结 
果 以 实质 上 更 一 般 的 定理 中 的 引 理 出 现在 Reshetnyak [Re] 的 论文 中 , 为 完备 起 
见 . 我 们 在 这 里 给 出 它们 的 证 明 . 

设 {P,Q,R,S} 是 (X,d) 中 四 个 点 的 有 同 序 列 ， 我 们 说 {P,Q, R, S} 是 在 
R? 中 的 可 次 舱 入 的 , 如 果 存 在 一 个 有 回 序 列 


满足 oe a 
d(P, Q) = |P - Q|, d(Q, R) = |Q— Ri, 
d(R, S) = |R — S|, d(S,P) = |S — P], (2.1 iii) 
d(P, R) < |P — R|, dQ, S) < IQ- S|. 

FE LAT PRATER (P,Q, R, S} 是 {P,Q, R, S} BARERA. (RAER A 


和 


RE R 中 有 对 应 的 点 集 , 使 每 对 点 间 的 距离 和 对 应 点 间 的 距离 相等 , 我 们 称 欧 
氏 点 集 是 度量 空间 点 集 的 一 个 般 人 . ) 如 果 一 个 度量 空间 对 每 个 四 点 的 有 问 序 
IBERA Bl IR? 中 , 我 们 称 度量 空间 (X,d) 这 样 的 性 质 为 次 其 人 性 质 . 

定理 2.1.1 一 个 距离 空间 是 NPC 的 充 要 条 件 是 它 满足 上 述 次 诅 入 性 质 . 


FKL, 如 果 (X,d) 是 NPC, MA, 总 能 对 (P,Q, R, S} 选取 一 个 次 嵌入 (P,Q, R, 8} 


使 欧 民 友 列 构成 凸 平行 四 边 形 的 相继 顶点 . 


WEAR 假定 (X,d) 满足 次 舱 入 性 质 . 设 {PQ,R}CX 以 及 0< 和 入 <1. 如 上 
面 2 中 讨论 的 一 样 构 造 CQ. 那么 ，{ 了 ,8, Qs, R} 有 一 个 次 奶 入 {P,Q,Q), R} C 
R?. 从 (2.1i) 和 (2.1ii) 我 们 得 到 Qi 落 在 连接 Q 和 RABE, B 


Q, =Q+XA(R- Q). 
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因此 , RR MBE (2.1ii) d(P, Qa) < |P - Qa) 恰好 是 三 角形 比较 性 搞 2 成 立 所 
要 求 的 . 从 而 (X,d) 是 NPC. 

反之 , 设 (X,d) 是 NPC. S {P,Q,R,S} CX RAE. 对 点 列 {PQ@,S} 和 
(Q, R, S) 分 别 构造 欧 氏 租 入 {P,Q,5} 以 及 {Q,R,S}, 我 们 能 构造 那些 磐 和 使 
所 得 到 的 三 角形 具有 公共 边 QS, 并 使 P 和 RR 落 在 那 条 边 的 两 边 . 

情形 I: 具有 相继 顶点 的 {P,Q, 2,5} 平行 四 边 形 是 凸 的 . 在 这 种 情形 我 
们 断言 d(P, R) < |P- R 以 至 我 们 有 一 个 适当 的 次 柑 入 . 为 证 实 这 一 断言 , 考 
虑 对 角 线 PR < R?. EX OS 于 一 点 

Qy = Q + A(S 一 Q). 

考虑 连接 Q 到 5 测 地 线 (在 X 中 ) 上 的 对 应 点 Qu. ABA, 从 三 角 不 等 式 和 NPC 
假定 我 们 有 


d(P,Q) < d(P,Qy) + d(Qy, R) 
< |P- Qil + IQ, — R| 
= |P — RI. 
这 就 证 明了 断言 . 
情形 Il: 具有 相继 顶点 {P,Q, 2,5} 的 四 边 形 不 是 是 的 . 由 于 欧 氏 四 边 形 


内 角 和 是 2r, 内 角 ZPOR, ZRSP 之 一 恰 大 于 zz. 我 们 假定 (否则 重新 记 那 些 
顶点 ) ZPQR > r. 取 适 当 的 坐标 系 , 使 R = (0,0), P = (0,a), a > 0, FFA Q 
以 及 SRE y 一 轴 的 右边 ( 且 SA y BAW). 

情形 Ila d(P,R)< |P- R) 这 种 情形 , RNA. WRT Q 
关于 y- 轴 反 射 使 O- S| 距离 增加 并 使 其 余 5 对 点 的 距离 不 变 . 这 样 , 我 们 产 
生 了 一 个 凸 次 能 入 . 

情形 IIb: d(P,R) > |P- R|. 这 种 情形 , 我 们 没有 次 嵌入 . 如 果 我 们 提升 
P (增加 a), 并 保持 R = (0,0) 不 变 , BBA, Q, S 一 定 按 唯一 的 方式 改动 , 如 采 
我 们 要 求 


保持 不 变 . 应 用 初等 几何 能 知道 对 角 距 离 Q- S| 随 a 增加 而 增加 (用 全 
究 被 序列 (P,Q, R, 5) 决定 的 四 边 形 其 他 两 个 内 角 改 变 的 比例 , 可 以 说 明 内 角 
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AY a ÆRE. ) 我 们 不 断 增加 a 直到 d(P,R) = |P — R). 


d(P, R) < d(P, Q) +d(Q, R) = |P - Q| + |Q - R| =|P- R], 


上 上述 情形 必 在 Q 碰 到 y— 轴 时 发 生 . 这 样 对 0 < a < d(P R) 我 们 得 到 一 个 次 向 

A, 并 且 用 情形 Te 中 的 反射 , 可 以 假定 点 {P,Q, R, 5} 是 凸 四 边 形 的 相继 顶点 . 

口 

定理 2.1.2 设 (X,d) 是 NPC 空间 . 设 {P,Q,R,S} CX 是 一 组 有 向 序列 

并 设 {P, Q, R, 9} C R 是 其 次 吝 入 . 设 0 < 入 hn< 1 被 给 定 . 定义 Py ÆA P 

到 S (在 测 地 线 yp,s E) 的 分 比 为 和 的 点 . HQ, 是 从 Q 到 R Grane 
YQ,R) 分 比 为 有 的 点 . 构造 欧 氏 空间 的 对 应 点 


ARZ, 


d(P\,Q,) < |P — Ql 
证 明 反复 应 用 三 角形 比较 性 质 可 得 到 这 个 估计 . 作为 第 一 步 我 们 断言 


dP, Qu) S [P - Qu). 
事实 上 , 应 用 适当 的 欧 氏 恒 等 式 以 及 三 角形 比较 性 质 (2.1i, 我 们 可 估计 对 应 的 


P-Q, =(1- w|P -QP + piP -RI — ul — pIQ — R|? 
> (1 — pd (P,Q) + ud’ (P, R) — w(1 — p)d?(Q, R) 
> 


类 似 地 ， 
a(S, Qu) SIS- Ql. 
最 后 用 比较 性 质 我 们 有 估计 
Pa -= Q? = (1 -XIP - Q? + AS -QP — AG NE-S 
> (1 — Nd (PQ) + Ad?(S,Q,,) — A(1 — A)d?(P, S) 
> d (P,Q,). O 


þad 
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推论 2.1.3 ”将 距离 函数 d(T,U) 简 记 为 dry. 对 有 向 序列 {P,Q, R,S} Cc 
X. CN He CH 2.1.2 中 的 测 地 插值 点 Py, Qu, 那么 对 任何 0 <a, t<1, FA 
计 成 立 : 


d (P, Qi) < (1— t)dpo + td} s 


(2.1 iv) 
—t(1 —t)(a(dsp — dgr)* + (1 — a)(drs — dpq)’). 
P (Qi, P) + ad (Qi-t, 5) < dpo + dhs + t(dgp — dor) + 2t dor (2.1v) 
—t(a(dsp — dor)? + (1 — a) (drs — dpg)”). 
在 (21v) P t=1 时 ， 我 们 得 到 平行 四 边 形 不 等 式 
dpr + dos S dpo + dor + dhs + dgp (2.1 vi) 
—a(dsp — dor}? — (1 — a) (drs — dpo)". 
证 明 给 定 {P,Q, R, S} C X, KTR PRA {P,Q, R, 9} c R, 并 取 
A. B,C, D 是 指向 欧 氏 四 边 形 相 继 顶 点 的 有 向 向 量 , 即 
A=Q-P B=R-Q 
C=S-R D=P-S. 
我 们 有 欧 氏 恒等式 
> 2 l SS 2 
Pi- Wl = 5lt(B +D) + AV + Fi -H(B+D)+¢| (2.1 vii) 


= tC]? + (1 — t) A|? — t(1 — t) B + D}?. 


其 中 . 我 们 省 略 某 些 中 间 计 算 ， 只 是 我 们 反复 应 用 事实 A+B+C+D=0. A 
y |A 4 Cl =|B-+ D| 控制 上 cl — JAI BLK JID] — IBI, 次 嵌入 假设 , 定理 2.1.2 
以 及 (2.1 vii) 结合 起 来 就 得 到 (2. 1iv). 

男 一 个 欧 氏 恒等式 (对 4 B+C+D=0) 是 


tB + Al? +ltB +C}? = A|? + C|? +t|B|* 


| (2.1 viii) 
+ t¢(|D|? — |B|?) — t|B + D/P’. 


它 产生 (21v), 然后 令 一 1 就 得 到 (2.1vi) - 
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§2.2 Dirichlet 问题 的 解 


为 了 说 明 下 面 证 明 的 一 般 存 在 和 唯一 性 定理 的 意义 , 我 们 首先 回顾 X = R 
的 经 典 情形 的 Dirichlet 变 分 原理 (一 般 情形 的 证 明 将 和 经 典 情形 证 明 是 类 似 
的 ). 设 (O,g) 是 Riemann KER. 给 定 一 个 映照 o e WHO, R) 我 们 考虑 闭 凸 子 
集 


W3” (0,R) = {u € Wi2(0, R) | u — $e Wo” (0,R)}. 


(WE? (Q, R) BÆ (1.12.2) 中 讨论 过 . ) 调和 函数 u 是 Dirichlet 积分 关于 小 
Wi7(0,R) 扰动 的 临界 点 ， 事 实 上 , 存在 唯一 的 临界 点 we Wl?(Q,R) ,并 
且 正 如 下 面 论 证 中 说 明 的 , 它 是 那 类 中 唯一 的 能 量 极 小 映照 . 定义 


Eo = inf [A 
vEW,” (0,R) JO 


对 u, v e W!2(0,R), 回顾 平行 四 边 形 恒等式 : 
[vs (Hee) Pay + f IV(——)|?du = = 5 | IvuPdn+ 5 /vepan (2.2i) 


取 极 小 化 序列 {ui} C W5 (QR), 即 对 应 的 Dirichlet 积分 收敛 于 Eo. 在 (2.2i) 
中 取 u = u, v= vj. 4 i, j> 00 时 (2.2 的 右 端 收敛 于 Eo 由 于 4 e 
W,°(Q,R), (2.21) 的 左 端 第 一 项 至 少 是 Eo. 对 极 小 化 序列 我 们 有 


lim AS —u,;)|* = 0. 


t, ]— 00 


但 是 wi — uj € W3 (Q, R) 并 对 v © WE (Q, R) A Poincaré 不 等 式 
| v dh < ca | (Vol dp. (2.2ii) 
02 (2 


因而 也 有 


lim / (ui — uj) du = 0. 
17 一 0 Jo 


OE, {ui} 按 Wi? 模 是 Cauchy 序列 , 它 收敛 于 能 量 为 Bo 的 映照 we Wg”. 
如 果 v 是 任何 其 他 可 允许 函数 , ABA, uy = (1 —thut ty 是 可 允许 函数 族 并 且 
(2.2i) 意味 着 Dirichlet 积分 是 二 的 严格 凸 函 数 (除非 u = v). 这 个 凸 函 数 在 二 = 0 
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时 导数 为 零 , 它 的 导数 在 t = 1 时 一 定 是 非 零 的 , 所 以 , 不 可 能 有 为 外 的 调和 映 
HR ve Wy”. 
我 们 现在 来 证 明 一 般 的 定理 . 
定理 2.2.2 设 (Q,9) 是 一 个 Lipschitz Riemann 区 域 , 而 (X,d) 是 NPC 度 
Sel. 设 $eE WIR, X). 定义 
Wis” = {ue W'?(O, X)| Tr(u) = Tr(9)}. 


LZ, 存在 唯一 的 映照 uE Ws 2 它 对 p= 二 2 的 Sobolev 能 量 是 驻 点 映照 .事实 
u 的 能 量 满足 


E” = Eo= inf F”. 
vEew,” 


(注意 : E 在 本 节 的 定义 和 (1.10v) 相 一 致 , 而 和 第 一 节 的 定义 相差 一 个 第 数 因 
F.) 

证 明 i u, ve WQ, X). 那么 ,有 一 个 上 面 考虑 的 映照 te 的 目 然 类 
似 物 ， 即 我 们 定义 wa) 是 连接 ul) 和 vl) 的 测 地 线 的 中 点 ， 容 易 验 证 w E 
LQ, X). 

如 果 z, y © O 我 们 考虑 序列 {uly), u(x), v(x), v(y)} c X. 在 推论 2.1.3 的 
(2.1iv) PS t= 以 及 a = 1 我 们 得 到 

2d*(w(x),w(y)) < d (ula), u(y)) + d (v(x), v(y)) 
-5 (d(uly), v(y)) — a(u(2), v(2)))?. 

FA f(x) RA (2.2ii) ( 这 里 f > 0 以 及 fe C.(Q)), 那么 , 积分 并 在 Ox 2 
的 子 集 |z -yl < s 上 取 平 均 (如 在 (1.3) 中 一 样 ), 我 们 首先 得 到 w e WQ, X). 
从 定理 1.12.2 我 们 得 到 w AX 6, 从 而 是 可 容许 函数 . 对 任何 f ECN), f > 0， 
我 们 也 有 


2 2 2 d 2d 


(我 们 已 用 了 定理 1.6.2. ) 因而 , 我 们 有 (2.21) 的 类 似 天 系 式 


1 , 
2B < B" 4 BY — 5 | du v)|2dp. (2.2iv) 
Q 


(2.2 iii) 


现在 设 {ui} CW,” 是 极 小 化 序列 . 从 (2.2iv) 可 见 


lim Vd(u;, u;)| du = 0. 
Q 


t,] — 0 
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由 于 d(u;,u;) € TV” (Q, R) (定理 1.12. 2), Poincaré 不 等 式 (2.2ii) 成 立 并 且 我 们 

得 到 {wi} 在 LP, X) 中 收敛 于 极限 函数 u. 根据 定理 1.12.2 我 们 有 uc Wy”, 
所 以 根据 半 过 续 狂 E (1.6.1) 我 们 也 有 EY = Eo. 如 果 v 是 任何 可 容许 函数 ， 那么 
我 们 可 定义 单 参 数 L? 函数 u, 根据 定义 ui(T) 是 从 u(x) 到 v(x) 测 地 线 上 分 比 
为 t 的 点 . 在 (2.1iv) PO a = 1 我们 有 


d*(ur(x), we(y)) < (1 — t)d?(u(z), u(y)) + td? (v(x), v(y)) 


(2.2 v) 
—t(1 — t)(d(u(y), v(y)) — d(u(x), v(a)))? 
和 上 面 一 样 , 每 个 we W22, 并且 
BE“ <(1—t)E"+tE" tl D Vd(u, v)|2. (2.2 vi) 
Q 
所 以 , 如 果 u A v, KA Ew 是 严格 凸 的 . 因为 它 在 1 = 0 时 有 一 个 极 小 点 , 在 
= 1 时 是 严格 增加 的 , 所 以 , 其 他 可 容许 函数 v 都 不 是 调和 的 . 口 


§2.3 拉 回 内 积 7 
我 们 来 证 明 引 言 中 讨论 的 平行 四 边 形 恒等式 , 并 且 讨 论 所 得 到 的 L1 张 量 


T. 

5| 理 2.3.1 设 (0,9) 是 一 个 Riemann 区 域 , 而 (X,d) 是 NPC 度量 空间 . 
wR u € W123(Q, 半 ), RA, 对 任何 Z, W eT(TQ), 下 列 平行 四 边 形 恒等式 成 
IL: 


jus(Z + WE + jus(Z—W)|? = 2 (Z)? + 2|u.(W)|?. 
证 明 我 们 将 逐 点 平行 四 边 形 不 等 式 (2.1vi) 关于 非 负 函数 fe Ce(O) 积分 
如 下 . 对 国定 的 s > 0, 以 及 对 09 (元 分 ) 内 部 的 每 一 点 x, id 
ri(é)=x2+eZ(z), zole) =a2+e(Z+W)(z), 
Za(E) =x +EW (zx). 
ABA, 我 们 有 : 
ht fla dF (wp), ulz2le))) , d'ue (e), u(va(e))) 


d’ (u(x), aO) _ d (u(x2(£€})), u(r1(e))) 
d (u(x3(e€)), ulz2(€)) _ P uleste), ule) y, <0. 
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我 们 断言 当 = -0 时 , 这 表达 式 收 化 于 不 等 式 
[AUZ WP 42 — WYP al- 2\u.(W)I2)dp < 0 


为 此 , 比如 考虑 第 二 项 将 坐标 系 从 zx 变 到 y = ZX3(E) = £ + EW (x), 它 就 可 改写 
成 


[uw + o(1)) AW) uly t- W)(y) FOUN) 4 + Ce)dpi(y). 


这 里 , 第 一 个 o(1) 项 依赖 于 连续 函数 
W(f,E|Z|o0)(y) 


的 模 , 而 第 二 个 o(1) KF Z-W E o y 取 值 的 差 . 从 定理 1.8.1 得 到 当 
= 一 0 时 这 个 积分 收敛 于 


| FENZ- W)P aul) 
从 上 面 论证 我 们 得 到 
ZF WO + hu (2 — WP < Aus (2)P + 2u, (W2. (2.33) 
将 (2.3) 应 用 于 向 量 24W 以 及 Z_W 产生 
jus (2Z)|° + [ux (2W)|? < 2Ju,(Z + W)|2 + 2\u.(Z — W)|?. 
ER ARMAS. 平行 四 边 形 恒等式 因而 成 立 口 
XZ, We TT(Q) 我 们 定义 
1(Z,W) = hus(2 +W)? ilu,(2 _w)|?. (2.3ii) 
定理 2.3.2 上 面 定义 的 算 子 
T : (T9) xT(TO) 一 Li(Q, R) 
REIRA, 对 称 的 , 双 线 性 的 张 量 式 具体 而 =, 


™(Z,Z) = |us(Z)|? > 0 
™(Z,W) = n(W, Z) (2.3 iii) 
™(Z,hV + W) = hr(Z,V) + 2(Z,W) (PE C%1(9)). 
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如 果 (Q, g) 有 局 部 坐标 


以 及 对 应 切 空 间 的 基 
{01,..., On}, 
我 们 记 
Tij 一 T(Oi， O;). 
那么 , 对 2 = Fi0; 以 及 W = Wiaj 我 们 有 
n(Z,W) = mu Z' WI. (2.3iv) 
wRw:2, NÆ OH RR, 那么 , 记 w =u0d, 并 且 对 应 的 算 子 记 为 m, 我 
们 有 公式 
(Tw )i; = Timp Wr. (2.3 v) 
所 以 , 在 局 部 坐标 系 中 
Vul = g” Tij, (2.3 vi) 
其 中 [92] (通常 ) 记 为 Riemann 度量 和 矩阵 
[gi] = [(0;, 0;)] 
的 谤 阵 . 
WEAR 从 定义 以 及 定理 1.11, 映照 显然 是 连续 的 . 用 (2,W) W rZ, W), 
并 记 (Z, Z) = |Z)", 从 定理 1.11 的 比例 性 质 我 们 看 到 , 对 任何 h e CN) 
AZ|? = |h] Z]. (2.3 vii) 
特别 地 ，1212 = | 一 Z. 我 们 可 将 平行 四 边 形 恒等式 (2.3.1) 写成 通常 的 形式 : 
IZ+W/?+|Z—W/? =2|Z|? + 2|w?. 
如 所 熟知 , 平行 四 边 形 恒等式 等 价 于 一 个 内 积 结构 ,我 们 来 说 明 这 个 等 价 的 理 


由 . 从 表达 式 13 十 V 十 Wl? 开始 , 我 们 用 平行 四 边 形 恒等式 将 它 用 |Z7+V—-W/P 
表示 (以 及 “长 度 ” 一 或 二 的 和 的 平方 )， 然 后 用 |Z -—V 一 W|I? 表示 , 最 后 用 
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|—Z-V—WP BB |Z +V +W? 表示. 将 所 得 到 的 恒等式 对 称 化 (借助 于 平行 
四 边 形 法 则 ) 得 到 


|Z +V + W}? = 3(\Z|? + |V|? + |W]?) 


-4Z -V +Z -WÈ + |V - WP). (2-8 vii) 
Pa EAS AE MM (2.3ii) 意味 着 
n(Z,V +W) = nD V) + 2(Z,W). 
相继 应 用 这 一 线性 可 加 性 以 及 比例 性 得 到 对 任何 有 理 数 
fr(2 NT1) = hn(Z,W). (2.3 ix) 


根据 r 的 连续 性 我 们 得 到 (2.3ix) 对 任何 实数 成 立 . 用 Q 中 单位 分 解 的 论证 (如 
同 (1.8v) 的 证 明 ) 我 们 得 到 (2.3ix) 对 he COO) 成 立 . 我 们 就 此 验证 了 (2. 3iii). 

断言 (2.3iv) 是 多 次 应 用 线性 可 加 性 的 推论 . 为 得 到 链 式 法 则 我 们 从 定理 
1.11 注意 到 


Ty (Oi, Oi) = |v (ði) = lux (a+ (Oz))|? 
= (Wh, Vr Om) 


= Alm pw 


(这 里 我 们 用 了 {8 表示 0, 中 的 基 . ) 因此 (2.3v) 4 i = 7 时 成 立 , 而 将 定义 
(2.3ii) 应 用 于 m (0;, 0;) 并 且 应 用 线性 将 得 到 一 般 的 结 
还 剩 下 验证 (2.3vi). 我 们 注意 到 函数 |Vul? 以 及 gir; 都 是 不 依赖 于 坐标 
的 选取 , 前 者 因为 定义 , 而 后 者 因为 x 和 g 的 张 量变 换 法 则 (2.3v). 现在 , 如 果 
9 是 欧 氏 度量 dy, 那么 , 从 定理 1.10 以 及 归 范 化 (1.10v) RITA 
> 1 
[Vu] = 一 i ew (T)do(w). 


Wn 


记 w =w'd; 并 且 应 用 (2.3iv) 我 们 看 到 
1 i, 
Vul? = wp J Tijw'w do (w). 


由 于 
-一 ww da(w) = 679 | 
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我 们 看 到 (2.3vi) 对 欧 氏 度量 成 立 . 一 般 的 结果 也 成 立 , 因为 在 小 邻 域 中 我 们 总 
可 选取 几乎 欧 氏 局 部 坐标 . 根据 Vul 关于 度量 的 连续 性 (定理 1.11), 我 们 看 到 
在 这 样 的 局 部 坐标 图 中 (2.3vi) 几乎 成 立 . 这 样 , 函数 Vu]? 和 gin; 是 任意 接 
近 的 , 所 以 , 它们 是 相等 的 . 口 


§2.4 MIME EAA Lipschitz 连续 性 


关于 AlVul? 的 Bochner 不 等 式 告诉 我 们 Vul? 几乎 是 次 调和 的 , 作为 它 
的 弱 形 式 的 一 个 推论 , 本 节 推 导 Dirichlet 问题 解 的 内 Lipschitz 连续 性 . 利用 这 
里 给 出 的 证 明 的 改进 , 我 们 在 以 后 将 推导 精确 得 多 的 估计 , 不 仅 对 Alvu|l2, 而 是 
对 An(V,V), HA V 是 任何 Lipschitz 向 量 场 . 

为 了 给 出 一 般 定 理 的 动机 ， 让 我 们 回顾 如 何 可 利用 ( 欧 氏 区 域 上 调和 函数 ) 
经 典 理论 中 导出 内 梯度 界 时 的 有 限 差 思想 . 一 般 情形 时 的 证 明 将 遵循 同样 的 思 
想 , 但 更 为 复杂 , 既 由 于 目标 流 形 更 一 般 , 也 由 于 出 发 流 形 是 非 欧 氏 的 . 由 于 我 
们 不 想 对 目标 流行 作 任 何 线性 结构 的 假定 , 我 们 将 强调 我 们 的 有 限 差 证 明 表 述 
为 我 们 的 解 与 其 某 紧 致 支 集 的 扭曲 间 的 能 量 不 等 式 , 而 对 于 NPC 框架 下 , 这 种 
扭曲 还 是 有 意义 的 . 

Ww 0 是 欧 氏 区 域 , Hit u 是 如 2.2 WH Dirichlet 问题 的 解 ， 设 n € 
CS (9), n > 0. E w BK) i ey, 定义 


Wu(Z) = u(x + w). (2.4) 
只 要 |w| < dist(supp(7), OQ), 图 数 (1 — nju + nuw 就 是 可 容许 的 比较 函数 , 我 们 
f Vul du < [ IV((1 — nju + Nuw) dp. (2.4 ii) 
Q Q 
但 由 于 w 也 是 调和 的 , 我 们 有 对 称 不 等 式 
f Vou 2du < | V0 nu 十 ma (2.4 iii) 
w Quay 


将 那 两 个 不 等 式 边 边 相 加 , 消去 零 阶 项 , 且 将 关于 n 的 一 阶 项 和 二 阶 项 整理 出 
来 , 我 们 得 到 


0< | -Vn vu wy)? 2 [ve uy)? +2 f lv 0)? 


(2.4iv) 
+2 [PIV tw)? + f VOP) vu) 
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注意 到 二 次 项 是 恨 定 的 , 我 们 得 到 ( 当 t 一 OF 时 借助 于 变 分 tn) 
O< J -vn . V(U — uw) — 2 /ve — ww)|’. (2.4v) 


而 这 恰恰 表示 
A(uy — u)? — 2/V(u, — u)? > 0 (2.4 vi) 


的 弱 形式 . (由 于 我 们 能 考虑 ( t 为 正 以 及 上 为 负 ) 两 边 的 变 分 , 我 们 现在 事实 上 
得 到 (2.4vi) 中 的 等 式 . 这 对 一 般 的 NPC 作为 目标 流 形 是 不 可 能 的 . ) 特别 地 ， 
(u 一 uw)? 是 次 调和 的 , 它 在 一 个 半径 为 R 的 球 中 心 的 取 值 被 它 在 整个 球 上 的 平 
均值 所 控制 . 根据 近似 能 量 泛 函 的 单调 性 (或 根据 方 回 导 数理 论 (1.9)), 这 个 平均 
值 以 jw? E/R” 的 依赖 于 维 数 的 常数 售 为 上 界 ( 其 中 E 是 映照 u 的 能 量 ). 我 们 
得 到 u 是 Lipschitz 连续 的 , 其 常数 依赖 于 到 Q 边界 的 距离 . 

我 们 要 指出 , 如 果 考 虑 推移 tw 且 上 一 0+, 我 们 能 从 (2.4vi) 推导 


Alu,(w)|? > 0 
的 弱 形 式 . 然后 , 在 单位 球面 (或 单位 球 ) 的 所 有 方 回 取 平 均 , 我 们 得 到 
A\Vul* > 0 


的 弱 形 式 . 从 最 后 的 不 等 式 可 导出 Lipschitz 估计 , 这 就 是 在 非 欧 氏 区 域 情形 所 
遵循 的 策略 . 在 这 种 情形 , 我 们 的 证 明 由 于 不 能 取 到 Killing 移动 回 量 场 ( 像 上 述 
w) 而 更 为 复杂 , 因而 在 我 们 的 估计 中 有 误差 项 . 

为 了 应 用 上 面 的 论证 于 到 NPC 空间 的 映照 , 我 们 必须 先 证 一 些 引 理 说 明 映 
H (1—n)utnuy 在 一 般 情形 的 类 似 物 具 恨 好 的 性 质 . 对 uo, wi € W1? (9, X), 0< 
t S1 UAK xeQ 定义 u(x) 是 从 uols) 到 wi(zx) 测 地 线 上 分 比 为 t 的 点 . 


引 理 2.4.1 设 (Q,9) 是 Lipschitz Riemann 区 域 ，(X,d 是 NPC 度量 空 
la]. Hug, wu E WQ, X) AA ne CHQ) 是 Lipschitz BH, OSn< 1. & 
义 

utZ) = ((1 — n)uo + nu1)(z) = unz) (2). 
ARZ, un E W7(0, X). 


证 明 这 个 引 理 从 测 地 同 伦 下 距离 的 凸 性 以 及 三 角 不 等 式 立即 得 到 . 事实 
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上 我 们 有 估计 
d (uny) (Y), Un(a)(2)) 
< 49 (n(x) (2), Un(a) (Y)) + 4d? (unca) (Y), unan (Y)) 
< 4{d*(ua(x), uo(y)) 
+ d°(ui(x), u1 (y)) + (nly) — n(x))?d?(uo(y), w1 (y))], 
这 意味 着 w 是 一 个 有 限 能 量 映照 . 口 
引 理 2.4.2 设 uo, u, 1 AEE O0<n< i. 用 的 下 标 表示 为 计算 特别 
的 张 量 而 正在 用 的 映照 , 那么 , 看 成 双 线 性 形式 我 们 有 下 列 各 种 ft 间 的 不 等 式 : 
Tun + Tuyen S Tuo + Tu, — VN Q d*(uo, us) + Q(n, Vn), 
其 中 O(n, Vn) 由 关于 以 及 Vn 二 次 的 可 积 项 组 成 . 
证 明 定义 
n—-=min(n(x),n(y)), 7 = max(n(x), n(y)). 
WR n- = nly) 我 们 考虑 有 向 序列 


取 


并 应 用 (2.1v). Æ n- = n(x) 的 情形 , 我 们 交换 x 和 y 的 作用 并 且 也 应 用 (2.1v). 
在 两 种 情形 我 们 导出 
d (un(y), Un(z)) +d’ (ui n(Y), -7(Z)) 
< d’ (ty (y), Un_(x)) + d*(u1— n- (Y), Ui—n_(2)) 


- (n(y) — n(2))(d?(uo(y), u (y)) — luola), u (2) -2 C4 
+2 (uola), u (2)) + (uotu), w (y) (TEE 
从 测 地 十 性 的 表述 式 (2.1v) 得 到 
d? (wn (y), Un_ (x)) +d (ul (y), U1l—n_ (2)) (2.4 viii) 


< d*(uo(y), uo(a)) + d?’ (u1 (y), ui (z)). 
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设 Z e r(TQ) 是 一 个 Lipschitz 向 量 场 . 取 y = x(x,e). 对 非 负 函数 f e CQ) 
积分 (2.4vii), 注意 (2.4vii), 关于 e 取 平 均 , 并 令 e 一 0, 我 们 得 到 
(un) (Z) + (nn) (2) 

< |(wo)«(Z)|* + (u1) (Z)? — n(Z) (d (uo, ur))«(Z) + Q(n, Vn), 
这 就 是 引 理 的 断言 . 在 这 一 推导 过 程 中 我 们 已 用 到 了 d (uo, ui) 是 实 值 Sobolev 
PRAY SSE (PETES 1.6.3), 以 及 当 7 和 h 是 两 个 W122(Q, 民 ) BR, AKA, 测度 
nx(Z)ha(Z) du. 是 下 列表 达 式 当 © 一 0 时 的 弱 极 限 

(nly) — n(z)) (hly) — h(z)) du. 


£2 


(其 中 y = z(z,e)). 这 最 后 的 事实 从 不 等 式 


二 js) = [m (Z)? + [h (Z)? 十 27s(2)js(G) 


(2.4ix 


以 及 
((n + h)(y) — (n + h)(x))? 
= (n(y) — n(z))* + (h(y) — h(z))? + 2(n(y) — n(2))(h(y) — h(x)). 

立即 得 到 . 这 样 , 引 理 的 证 明 就 完成 了 . 

附注 2.4.3 在 9 是 欧 氏 区 域 的 情形 , 我 们 能 用 引 理 2.4.2 和 本 节 开 始 给 出 
的 证 明 完 全 类 似 地 讨论 可 得 到 调和 映照 在 内 部 是 Lipschitz 连续 的 . 事实 上 , 取 
w 为 带 回 量 场 并 且 如 (2.4i 定义 usle). AKA, 引 理 2.4.1 以 及 调和 映照 的 极 小 
HAMA (2.4ii) 和 (2.4iii) 都 成 立 . 我 们 将 那 两 个 不 等 式 相 加 并 用 引 理 2.4.2 展 
FPA ig. (对 双 线 性 型 不 等 式 取 迹 , 即将 它 用 于 基 向 量 0; 并 对 i 作 和 . ) 这 产生 


f vua f LV tw | < | Vun? + f [Vural 
Q Qw {2 Oy 
Q mu g 9 


和 前 面 一 样 , 消去 零 阶 项 ,用 tn RÆ 7 并 令 上 一 0, 我 们 导出 弱 次 调和 结果 , 它 
相当 于 (2.4vi): 

Ad? (u, uw) > 0. 
这 意味 着 内 Lipschitz 连续 性 . 这 里 要 指出 我 们 这 里 真正 证 明 的 事实 是 只 要 wo 
Au 关于 同样 的 出 发 流 形 的 度量 是 调和 的 , ABA, d? (uo, ui) 是 次 调和 的 . 
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但 是 , 对 非 欧 氏 出 发 流 形 我 们 必须 估计 得 更 精细 . 特别 地 , 引入 另外 的 可 
积 张 量 是 方便 的 .在 实 值 映照 uo, u 的 情形 ， 它 对 应 于 |(1 一 nn)(wo)s(2) 十 
n(u1)*(Z)|*. 

引 理 2.4.4 #2 uo, u, €W2(0,X) AR nE C(Q), 0<7<1, 存在 一 
个 定义 在 子 集 {0 << 1} CQ 上 的 对 称 双 线性 可 积 张 量 Plu, un) 如 下 : 对 
任何 Z eT(TQ), 


d? (u x) (L), Unima (TT, E 
no E) te EED ay, B (uo, usm) (ZZ) 


证 明 P 存在 的 原因 是 (P, Q) 在 测 地 线 上 的 凸 性 (2.1iv). 由 于 吧 总 是 
JEN, 立即 得 到 除了 上 = 0,1 它 是 Lipschitz 连续 的 . 事实 上 ,对 0<s<t<1l 
我 们 有 佑 计 


s—ft 


(Py, Qo) < (Pr, Qi) — P(Ps, Qs) < HERP, Qi) 


(2.4x) 
现在 设 f > 0 是 连续 的 且 对 5 > 0 它 的 支 集 在 {6 < n(x) < 1-5} 中 . 首先 假定 
n E C§(Q). 给 定 任何 At > 0, 我 们 对 包含 f 支 集 的 区 间 (6, 1 - 6) 分割 为 区 间 
的 集合 {ti-i til}, 使 去 是 7 的 正则 值 , 并 且 分 割 的 模 (最 大 区 间 的 长 度 ) 至 多 
是 At. 

对 FeTFToO) 以 及 给 定 的 e 和 x, 我 们 用 y 记 z(z,e). 在 这 样 的 记号 下 , 定 


X: 
n= frw” CHOLG > nta Onc) (2), Ua) (9) a, 
Q; = {xt ,a) <4) 
Lil (f) Ob f( (x) 2 a 
n=/ r f(E) (ut) (Z) du 
p- pef nW) A (ale z), uly) gy 
P= | F(2)(\(uo)«(Z)P + Ia). (2) Pdp 
显然 ， 


lim M.(f) = MÇ). 
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由 于 0, 有 光滑 的 边界 , 容易 说 明 
lim £i(f) = L (f). 
从 连续 性 估计 (2.4x), 我 们 得 到 
ELEA) FM) < Le) 


(2.4 xi) 
< LES) ) + a Me (f): 


在 (2.4xi) PS = 一 0 产生 
YA) = SMC) < limint Le( f) 


因为 At 可 以 取得 任意 小 (2.4xii) 意 ee Le 弱 极 限 的 存在 性 . 对 应 的 测 
度 关 于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 (从 (2.1iv)), 因而 有 L 密度 函数 P(wo, ui, 7) 
(Z. Z). AAZ (un) (D 从 张 量 m, 得 来 , 具有 双 线 性 , 对 称 张 量 的 性 质 ( 引 
理 2.4.1), P 也 有 这 些 性 质 . 
如 果 在 C(O) 中 , 令 5 同上 目 令 JECO), In 一 wo < $. RER (2.4x) 
和 (1.4vii) 蕴涵 着 
CN LIN ET mg) < ee gfe), (2A xi 
用 这 个 估计 , 可 以 用 光滑 的 7 逼近 连续 的 n 来 导出 引 理 2.4.4 的 一 般 的 结论 . O 
KM EXE PRR uoun 以 及 引 理 2.4.4 中 讨论 的 张 量 P, 我 们 定义 另 一 个 辅 
助 张 量 C > 0 为 
C(uo, U1,7) = Tug + Tu, — P(uo, v1, 7) — P(uo, u1, 1 — 7). (2.4 xiv) 
下 一 引 理 包含 的 估计 使 我 们 能 将 Lipschitz 连续 性 的 证 明 推 广 到 一 般 的 框 染 . 
引 理 2.4.5 i uo, u, E W'2(0,X), ne CEQ), O<n < 1/2. 如 同 我 们 前 
面 引 理 2.4.2 用 Q(n, Vn) 表示 可 积 二 次 误差 项 , 我 们 在 {n > 0} 上 有 下 列 估计 : 
Ny 十 Nuin < Tuo + Tu, 一 C (ug, U1, n) 


(2.4xv) 
— Vn ® Vd? (uo, u1) + Q(n, Vn) 
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O S nt, + (1 —7)tu, — P(uo,ui,1—7) < C(ug, ui, 7) (2.4 xvi) 
[Tuin — P(uo, u1, 1 — n)| 
< C|Vn|d(uo, u1)(Vuol]i + |Vur|1) + Q(7, Vn). 
证 明 不 等 式 (2.4xv) 从 引 理 2.4.4 (也 用 (2.4xii)) 以 及 不 等 式 (2.4vii) 得 
到 .注意 到 (2.4xv) 是 引 理 2.4.2 的 改进 . 第 二 个 不 等 式 (2.4xvi) BO AF 
PRATHER. 为 什么 呢 ? 设 c(t) 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 个 凸 图 数 , 并 定义 


C(t) = c(0) + c(1) — c(t) — c(1 — t). 


(2.4 xvii) 


那么 , 不 等 式 
0 < te(0) + (1 — Hell) — e(1 — t) < C(t) (2.4 xviii) 
成 立 , 因为 前 一 个 立即 从 凸 性 得 到 而 后 一 个 化 为 另外 的 凸 性 的 表述 
c(t) < (1 — t)c(O) + tc(1). 
取 t = n(x), y = £(a,e), c(t) = dP (w(x), u(y), 积分 并 关于 适当 的 f 取 平 均 ， 
再 利用 (2.4xviii) 给 出 结论 (2.4xvi). 
我 们 还 剩 下 最 后 的 估计 (2.4xvii). 从 三 角 不 等 式 我 们 有 
d(U1—n(x) (£), U1—n(x)(¥)) — In(y) — n(x) |d(uo(y), vi(y)) 
< A(t n(x) (x), U1—n(y)(y)) (2.4 xix) 
<S d(u1-n(z) (£), U1—n(ay(y)) + Iny) — n(x) |d(uo(y), u(y). 
从 不 等 式 (2.4xix) 出 发 , 平方 , 积分 并 且 取 平均 ， 再 令 。 一 0, 就 得 到 不 等 式 
(2.4vii). 具体 验证 留 给 读者 , 我 们 指出 证 明 中 用 到 估计 
d(ue(x), ui(y)) < d(uo(z), uol(y)) + d(ur(x), ui (y)), 
In(y) — 7(2)| < e|Z|.(/Vn(x)| + o-(1)), 
也 注意 到 事实 : 当 对 一 个 L 函数 h 积分 时 , p = 2 的 Sobolev 映照 的 近似 于 
p 二 1 WHER RRO FIRE p = 1 能 量 密度 乘 以 h, 这 就 完成 了 引 理 2.4.5 的 
证 明 . 口 
定理 2.4.6 设 (0,9) 是 Lipschitz Riemann 区 域 , Ru 是 如 定理 2.2 中 的 
Dirichlet 问题 的 解 . ARA, Æ 0 中 内 点 的 局 部 Lipschitz 连续 函数 , 其 中 局 部 
Lipschitz 常数 以 
E 5 
Ea dist(x, OQ)” ) ) 
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为 上 界 , 这 里 C 是 常数 , 只 依赖 于 维 数 n 和 度量 g 的 正则 性 , m EZR ub 
总 能 


WEAR 设 风 是 只 依赖 于 Q 的 局 部 坐标 图 的 单位 回 量 场 . 记 wsw(7x) = u(r, s)). 
函数 us 关于 拉 回 度量 gs = 入 (9) 是 调和 的 . Wn e CRO), O< n < 5. R 
定 ( 为 技术 上 原因 ) {n > 0} 是 Lebesgue 零 测 度 集 . 取 wo =u, u = Usw 并 定 
X u, 同上 . 假定 s 充分 小 , 我 们 可 记 (2.4ii) 与 (2.4ii) 的 和 的 类 似 物 为 


l (ru ij 9 dp + | (ru Jy (GAH) sw 
Q 《2 
< | (ru, ag dy + | (tus, Jig (gd dj) sw. 
(2 Q 
重新 合并 整理 为 : 
| (rv 十 Tus )ij9" dp < | (Tu, 十 Turn ig 9? dp 
o ° (2.4 xx) 
T | fru, — Tu, Jij (9 du) sw — g” dy). 


PRAT LER P 以 及 C 在 {n = 0} AE, 那么 , 由 于 假定 O{n > 0} AFM 
E, 我 们 从 引 理 2.4.5 导出 


| (rs, 十 Tuy» ig GO 

2 

< (Tuo + Tu, ag du 一 | Vy - Vd" (u, Usw)du (2.4 xxi) 
Q 

. > | Clo, miso" dy + Q(n, Vn). 


为 佑 计 (2.4xx) 中 的 其 他 项 我 们 记 


Ty, — Wy = nu, — P(ugo, u1, 1 — 
i= t-n — P(uos tua, 1 — n) (2.4 xxii) 


+ P (uo, U1, 1 — n) — Nnu 一 (1 — 1) Tuy 十 "(Tuy — Tuo). 


(2.4xxii) 中 的 最 后 项 和 (2.4xx) 中 的 某 一 项 有 关 , 将 该 表达 式 部 分 作 从 x 到 
5(z, s) 的 变量 变换 , 可 改写 为 


[ jn — Tu)ig (9 dps) sw — g” dp) 
7 | Edu du — (gdu)sw — (g” du)—sw) (2.4 xxiii) 


+ | (Tu)ij(N-sw — Ng du — (9 dit) — sw). 
Q 
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将 引 理 2.4.5 中 的 估计 以 及 (2.4xx) 一 (2.4xxiii) 结合 起 来 我 们 得 到 
0 < | d’ (u, usw) Andn 一 | C(uo Usw, n)ijg9™ du 
Q Q 
+Cs | Vide, usw) (| Vela + | Vetere dy (2.4 xxiv) 
Q 
+ Cs | \C(uo, tow. ap + Cs? [ (r+ ion) iVulap. 
Q Q 
将 (2.4xxiv) 除 以 s2, 在 单位 向 量 w 上 取 平 均 , 并 令 s 一 0 我 们 得 到 
| Vul’(An+ C|Vn| + Cn)dp > 0. (2.4 xxv) 
Q 


(注意 到 我 们 可 去 掉 9{m > 0} 有 Lebesgue 地 测度 的 技术 性 条 件 , 一 旦 (2.4xxv) 
对 满足 该 要 求 的 函数 成 立 , 就 可 用 逼近 来 证 明 . ) 这 最 后 不 等 式 说 明 |Vul? 实质 
上 证 次 调和 的 . 如 所 熟知 (如 见 [Mo]), 这 样 微分 不 等 式 意味 着 [Vu]? 在 半径 为 2 
中 的 本 性 上 确 界 以 它 在 共 心 且 半 径 为 R 的 球 中 平均 值 乘 以 一 常数 为 上 界 , 只 要 
R<1. (也 可 在 (2.4xxv) 中 用 径 向 对 称 试验 函数 来 证 明 这 一 点 , 对 [Vu] 在 以 2 
中 点 为 中 心 以 r 为 半径 的 球面 上 的 积分 平均 推导 一 个 微分 不 等 式 . ) 所 以 , 有 向 
能 量 |u.(Z)? 也 有 界 (对 有 界 向 量 场 2). 利用 引 理 1.9.1 中 的 技巧 和 结果 , 对 局 
部 坐标 曲线 向 量 场 9 构造 u 的 表示 , CE 8 方向 是 局 部 Lipschitz 连续 的 . 对 
相继 方向 O2,--- , 9， 我 们 都 构造 了 在 E 半径 的 球 中 是 Lipschitz 连续 的 的 表 
7X, Lipschitz 常数 以 |Vul 的 界 乘 以 一 常数 为 界 . 对 给 定 的 ze 9, 我 们 取 RW 
d(z,00) 和 1 的 极 小 值 . 对 Lipschitz 常数 的 最 后 估计 恰 如 定 理 所 断 言 的 ， o 


附注 2.4.7 当 Q 的 边界 是 光滑 的 且 边 界 条 件 是 Ce (0 < a < 1) ff, T. 
Serbinowski 已 经 证 明 , H u BT Co 延 拓 到 边界 ， 日 其 Ce 模 依 赖 于 边界 以 及 映 
照 的 能 量 [Se]. 
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我 们 看 到 平均 化 方法 很 好 地 适用 于 到 NPC 空间 (X,d) 的 映照 , 也 看 到 质 
心 加 的 距离 以 映照 间 平 均 距 离 为 上 界 . 这 样 的 距离 估计 来 自 于 我 们 在 82.1 中 讨 
论 过 的 四 边 形 比较 引 理 .在 下 一 节 我 们 将 距离 估计 转 为 用 对 各 种 辅助 Sobolev 
映照 的 Lipschitz 以 及 能 量 界 来 进行 , 它们 是 与 等 变调 和 映照 的 研究 相关 的 . 

注意 到 (1.1) 给 出 的 L? 映照 实际 上 只 要 求 出 发 流 形 是 一 个 测度 空间 , 只 要 
限制 于 可 分 映照 , 对 此 开 集 的 原 像 是 可 测 的 . 这 样 , 我 们 研究 一 般 的 测度 空间 M 
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作为 出 发 流 形 , HÆ M 上 定义 一 个 概率 测度 v (BN, v 是 非 负 的 , 具 全 质量 1). 


定理 2.5.1 设 (M,v) 是 概率 测度 空间 ，(X,d) 是 NPC 空间 , Hik fe 
LM, X). RA, 存在 f 的 唯一 的 质心 f= 所 ,定义 为 X 上 的 点 ,使 积分 


IQ) = | Pm), Qdo) 
M 
极 小 
证 明 我 们 断言 上述 积分 在 Q 中 是 一 致 凸 的 , 所 以 , 任何 极 小 化 序列 收敛 
于 一 个 (唯一 ) 的 极限 . 事实 上 , WR Po, P HE X 中 的 两 个 点 , 中 点 为 Pi, 那 
么 , 三 角形 比较 (2.111) 产生 


4) < FË (m), Po) + 5 (F(m), Pi) — 70 (Po, Pi). 


在 At 上 积分 我 们 得 到 


d (fm), 书 


7d?(Po, Pi) < = [U(Po) +IP) — (P3). 


因此 , 任何 极 小 化 序列 {PB} 是 Cauchy 序列 , 积分 也 就 在 X 中 唯一 的 点 达到 它 
的 极 小 . 口 


命题 2.5.2 设 AM 是 测度 空间 , HR v, v 是 M 上 的 两 个 概率 测度 . 假定 
对 这 两 个 测度 f, h AR LM, X) RB. 用 了 表示 SL, 天 表示 hy. AA, HE 
何 0<<a<1 我 们 有 估计 


d° (f, h) S J d (f, h)dv — a 人 id(f, h) E d(f, h)|?dv 
- (1-a) J Alf, F) — dlh, h)|2dv + 2d(F, R) |. dlh, h)|dv — dv’. 


证 明 考虑 从 Q = 2 R= h 的 测 地 线 并 记 Q: 为 从 Q@ 到 R 距离 的 分 比 
为 t 的 点 . 由 于 


Isaf) < Tp v(Qz), Thy (h) < Inv (Qi) 
我 们 有 
[UD + er Rady | PEQ) + Ph Qd 


(2.51) 
十 J [d (h, h) — d (h, Q1_+)|(dv — dv’). 
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用 欧 氏 距离 的 比较 来 估计 右 端 第 一 项 的 被 积 函 数 : 对 每 一 m eM, 我们 构造 以 
相继 顶点 为 f(m), f,h,h(m) 的 四 边 形 并 利用 (2.1v): 
d°(f, Qt) + d?(h, Qi1t) < (f, f) + ad(h,h) + tid’ (f, h) — (f, h) 
—t(ald(f,h) — d(f, h)? (2.5 ii) 
+(1—a)[d(f, f) — d(h, h)|*) + 2t*d°(f, h). 
KF v 积分 (2.5ii) 产生 (2.51) 右 端 第 一 项 的 一 个 界 . 我 们 来 估计 第 二 项 . 记 
d’ (h, h) E d’ (h, Q1-t) 
为 平方 差 , 利用 事实 
d(h, Qi-+) = td(f, h), 
并 对 相差 项 利用 三 角 不 等 式 , 得 到 的 上 界 是 
‘d(T,D) f A,R) + dlh, Qi lav — dul 
在 (2.5) 中 利用 那些 估计 并 注意 到 关于 t 的 零 阶 项 被 消去 . 用 t 除 所 得 到 的 不 
等 式 . 命题 2.5.2 是 当 t 一 0 时 的 极限 不 等 式 . 口 


附注 2.5.3 ”注意 到 命题 2.5.2 是 距离 凸 性 (2.2iii) 的 自然 推广 , 这 是 解 Dirich- 
let 问题 解 的 核心 . 事实 上 (2.2ii) 是 命题 2.5.2 的 下 列 特殊 情形 : 测度 空间 由 a, b 
两 个 点 组 成 , 每 一 质量 是 3 (v=v') 以 及 a = 0. BRE f, h RAEN 


f(a)=u(z), f(b)=v(z), f=w(z) 

h(a) =v(y), h(b)=v(y), h= w(y). 
和 更 一 般 地 , 如 果 ve 2(M x M, X) 是 映照 的 参数 化 族 , 那么 , 可 类 似 地 构造 平 
PBR AR. 这 时 , 我 们 在 M 上 取 任 何 概率 测度 v = v, W f(A) = w(x, 入 ) 以 及 
h(A) = uly, à). 运用 命题 2.5.2 F a = 0 我 们 得 到 (在 集合 lz- y| = s 上 积分 , € 
均 化 , 并 令 = 一 0) (2.2vi) 的 推广 

EW < J Edv(X -j 人 vadtux(z) wr) lan(r)dv(X). (2.5iii) 

(我 们 已 经 记 u(x, 入) 为 uy(z).) 


最 后 , 让 我 们 回顾 到 NPC 空间 吓 子 集 上 投影 的 距离 减 小 性 质 . 这 是 熟知 的 
事实 , 至 少 在 Riemann NPC 空间 X 的 情形 . 在 度量 空间 一 般 情 形 , 用 平行 四 边 
形 比 较 来 证 明 是 最 容易 的 . 
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命题 2.5.4 ik K 是 NPC 空间 XX 的 闭 的 , 测 地 丁子 集 ， 那么 , 对 所 有 
P), P eX, 存在 良 定 的 最 近 点 投影 映照  X OK, 满足 


d(m(Po), ™(P1)) < dD, P). 


特别 地 , 如 果 AM,v, 了 如 同 引 理 2.5.1, 并 如 果 了 的 像 落 在 天 中, 那么, 质心 了 也 
落 在 天 中 . 

证 明 只 要 f 落 在 K 中 质心 了 也 落 在 K 中 的 最 后 的 断言 来 自 于 r WE 
FETE: 因为 r 固定 f 的 像 , 距离 减 小 性 质 立 即 意味 着 对 所 有 Q e X, 

Tv (m(Q)) < Ty(®). 

矿 的 唯一 性 就 证 明了 这 个 断言 . 

投影 映照 的 存在 性 在 于 每 一 Q e X 在 KK 中 有 了 唯一 的 最 近 点 : WRP, P Œ 
K 中 , 那么 Pi 也 在 K 中 , 读者 也 就 可 (如 引 理 2.5.1) 验证 , 三 角形 比较 (2.1ii) 
迫使 (到 Q FERS) 极 小 化 序列 {P} c K 是 Cauchy 序列 

我 们 现在 来 证 明 r 的 距离 减 小 性 质 . 考虑 具 相 继 顶 点 为 Po, (Po), (Pi), Pi 
的 四 边 形 . 设 Q, 是 从 r(Po) 到 (Pi) 测 地 线 上 分 比 为 t 的 点 . (如 在 命题 2.5.2) 
应 用 (2.1v) 产生 


d? (Py, Qt) + dP (Pi, Qi) < d?(Po, n(Po)) + ad (Pi, 7(P1)) 
+t[d°(Po, Pi) ~ d’ (n( Po), 7(P)) 
+2t°d? (n(Po), 7(P,)). 


d* (Po, n(Po)) + d°(Pi, m(P,)) < d? (Po, Q) + d*(Pi, Qi) 
结合 起 来 . 注意 到 关于 t 的 零 阶 项 消去 , 除 以 t, 并 令 t — 0 (和 命题 2.5.2 的 证 
明 中 一 样 ), 就 得 到 命题 2.5.4. 口 
§2.6 等 变 映 照 问题 


设 (M, 9) 是 度量 完备 的 Riemann 流 形 , 可 能 有 光滑 紧 致 边界 OM. HT RIR 
基本 群 以 及 用 M 表示 M 的 通用 和 覆盖 . 设 X 是 度量 空间 , 以 及 p :T — isom(X) 
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征 一 个 同 态 . 这 样 的 p 也 称 为 工 的 表示 . 我 们 将 用 p(y)z 表示 p(y)(z). 这 种 构 
图 的 特别 情形 是 了 到 isom(M) 的 ( 恒 等 ) 表示 , 这 时 ，F 通过 甲板 变换 起 作用 . 
映照 u: M — X 称 为 I- 等 变 的 , 如 果 , 对 所 有 ze M 以 及 y ET 


u(y) = p(y)u(z). 


对 工 - 等 变 映照 u, 实 值 函数 d(u (2), u(y) 关于 出 发 流 形 的 作用 是 等 变 的 ， 
ABA, 在 第 1 市 中 考虑 的 有 向 Sobolev 能 量 密度 是 TIT- 不 变 的 , 因而 我 们 把 它们 
FORCE AE ET sla] M 上 的 . 

个 等 变 映 照 u 如 果 是 一 个 p= 2 的 Sobolev 映照 并 且 对 p=2 的 总 能 量 
是 驻 点 MA, 它 是 调和 的 , 对 局 部 Sobolev, 等 变 映照 的 能 量 被 


EY = 人 Vul2dp. (2.61) 


ee . 当 M 具有 限 体积 时 , 这 个 积分 是 良 定 的 . 在 NPC 目标 流 形 的 情形 , 显 
A, 能 量 凸 性 (2.2vi) 成 立 : 


EX <(1—t)B"+tE” —t(1—2) 人 vatwu, v)|2. (2.6 ii) 


(事实 上 , 更 一 般 的 结果 (2.5iii) 成 立 . ) 这 样 的 驻 点 映照 等 价 于 极 小 映照 . (注意 ， 
在 82.2 考虑 的 Dirichlet 问题 是 等 变 映 照 的 特殊 情形 , 如 果 取 同 态 p 是 平凡 的 .) 

在 研究 群 表示 论 中 已 表明 是 行 之 有 效 的 方略 是 构造 r- 等 变 的 调和 映照 ， 
因为 在 很 多 情形 ， 得 到 的 映照 的 Euler 方程 (或 Bochner 公 IN) 月 能 推导 出 关于 表 
示 的 信息 . (例如 , 在 很 多 情形 , 能 够 证 明 所 研究 的 映照 是 常 值 映照 ， 从 而 映照 的 
等 变性 蕴涵 着 p(T) 有 不 动 点 . ) 下 面 命题 2.6.1 的 一 个 推论 是 当 M 为 紧 时 , 有 
限 能 量 的 等 变 映 照 类 是 非 空 的 , 因而 能 量 极 小 化 直接 法 有 机 会 生成 一 个 等 变调 
和 映照. 

假定 工 是 有 限 生成 的 , 如 被 y, yp 所 生成 . ( 当 M 为 紧 致 时 , 它 的 基本 
群 总 是 有 限 生成 的 . ) 对 Pex, 定义 


6(P) = max dlp(Y)P, P). (2.6 iii) 


"9 


(显然 ,5 是 X 上 的 正 函 数 的 充分 必要 条 件 是 工 的 表示 p 没有 不 动 点 . ) 


命题 2.6.1 设 M,T, p 同上 且 OM =O. 假定 X 是 NPC 空间 . BRA, 存 
在 一 个 局 部 Lipschitz FERR u: M >X. 对 Pe 定义 6(P)=6'. $ M 
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FRY, ARA, u 可 构造 为 整体 Lipschitz 的 , 并 存在 常数 C = C(M), Hu $ 
Lipschitz 常数 L 的 整体 界 具 下 列 形 式 
L < Cs. 
如 果 M 是 完备 ( 非 紧 ) FY, u(x) 的 局 部 Lipschitz 常数 L(x) HRA 
L(x) < C(x)6’, 
其 中 C(x) 是 局 部 界 函 数 , 它 仅 依 赖 于 出 发 流 形 M. 

WEAR 在 构造 u 之 前 , 注意 到 等 式 6 = 4' 意味 着 对 任何 y eT 我 们 可 用 7 
关于 生成 集 1, ,7p 的 字 长 来 估计 d(p(7)P, P): 例如 , 记 p(yi) 为 p; 并 估计 
FEN 

d(pipjP, P) = d(p;P, pi P) 
< d(p;P, P) + d(P, p7 `P) 
d(p;P, P) + d(p:P, P) 
20 . 


八 


用 归纳 法 可 见 , WR y 关于 生成 集 有 字 长 |y| < k, BBA, 
d(p(y)P, P) < kd’. (2.6 iv) 


我 们 构造 初始 等 变 映 照 w ETE M 上 是 分 块 常数 , 并 首先 研究 M 为 紧 致 
的 情形 : 对 M 取 M 的 基本 域 Mo, 使 它 的 边界 测度 为 零 . yeT 在 M 上 的 作 
用 将 Mo 变换 到 yiWo, 并 且 那 些 像 定义 了 M 上 的 一 个 分 割 , 除了 它们 边界 构成 
的 零 测 度 集 . 借助 于 v(Mo) = P 的 等 变 延 拓 用 


v(yMo) = py) 


SRE LTR BS BAY RR v. 

我 们 定义 (修正 ) 映照 u(x) X v 在 E BG, 1) 上 的 平均 . 在 命题 2.5.2 的 框架 
下 取 测 上 度 空间 M A APRON, y 是 工 的 可 列 集 , CH y, ,Yo 的 
拓展 . 定义 从 N 到 X 的 映照 为 
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对 ze Mo 定义 N 上 的 概率 测度 v= vs 为 


(B(x, 1) N yi(Mo)) 
w(B(z,1)) 


GX u 是 M 上 的 Riemann 体积 测度 , 它 是 M 上 对 应 测度 的 提升 . ) 定 


Vrli) = 


u(t) = 了 
由 于 测度 vs 是 工 不 变 的 并 且 f HFT EN 上 的 目 然 作 用 是 等 变 的 , 映照 
u ge T 等 变 的 . 
因为 Mo EZK, 存在 有 限 常 数 k, RÆ “YK” yM 有 距 Mo 的 距离 为 1 
内 的 点 , BRA, FK |y| < k. 从 而 (2.6iv) 以 这 样 选择 的 &, 关于 任何 y 成 立 . 因 
m, X EMH y= yA 
d(u(x), f(i)) < 2k". (2.6 v) 


这 是 因为 所 有 f(i) Æ P H ke’ 距离 之 内 , 因而 质心 u(x) ( 它 只 依赖 于 fai) 的 那 
些 值 ) 也 在 P 为 中 心 kd! 为 半径 的 球 中 (如 命题 2.5.4). 
如 果 x, ye M, 显然 , 我 们 也 有 估计 


2 veli) — vy(i)| < Cile — yl, (2.6 vi) 


其 中 常数 C1 只 依赖 于 M. 

我 们 现在 对 f = h, v = y 以 及 v =v, 的 情形 应 用 命题 2.5.2. 得 到 的 估 
计 的 第 一 项 是 零 , 第 二 项 是 非 正 的 , 我 们 可 忽略 不 计 , 我 们 用 上 面 的 (2.6v, 2.6vi) 
来 估计 最 后 一 项 . 结果 是 不 等 式 


d* (u(x), u(y)) < 2d(u(x), uly))2kð'Cile — yl, (2.6 vii) 


CAREER u 的 一 致 Lipschitz 常数 . (因为 u 的 Lipschitz 和 常数 是 TI- 不 变 
的 , 只 要 在 Mo 上 估计 它 . ) 

对 非 紧 的 M, 证 明 本 质 上 是 相同 的 , 除了 现在 基本 域 Mo 只 是 局 部 紧 的 . 我 
们 将 (2.6vii) 中 的 整体 常数 换 成 k(x), 度量 满足 


B(a, 1) O yMo # 0 


的 > 的 最 大 字 长 |y|， 常 数 C, 现在 也 必须 取 成 依赖 于 z, 使 (2.6v) 对 所 有 
y € B(x,1) 成 立 . 如 果 取 C 是 > 2, 不 等 式 就 对 所 有 y 成 立 . (如 果 M 的 截面 
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曲率 有 下 界 , AKA, Ci 仍然 能 整体 取 到 . ) 上 述 修 正 的 结果 是 不 等 式 


d’ (u(x), u(y)) < 2d(u(x), u(y))2k(x)d’C; (a) |x — yl (2.6 viii) 
对 所 有 x,y © M 成 立 . 这 就 证 明了 命题 2.6.1. 口 


附注 2.6.2 假定 命题 2.6.1 的 构图 . 如 果 我 们 取 M 中 “小 ” 闭 集 C, RE 
提升 到 Mo 内 部 的 紧 子 集 , 那么 , 我 们 能 找到 等 变 上 映照 u, CE Ce 的 每 一 个 提升 
上 都 为 常数 , 并 且 有 如 在 命题 2.6.1 中 给 出 的 相同 Lipschitz 常数 . 用 我 们 前 面 
的 计算 构造 这 个 函数 的 方法 是 先 放大 或 缩小 出 发 流 形 的 度量 , 使 Ce 的 提升 到 边 
界 的 距离 至 少 为 1. 在 这 种 情形 , 命题 中 构造 的 函数 v 将 有 所 要 求 的 性 质 . 


对 一 般 完备 的 M, 不 清楚 命题 2.6.1 中 构造 的 映照 u 是 否 具 有 有 限 能 量 ; 对 
特别 的 M 的 计算 依赖 于 当 在 M 上 趋向 于 ce AY, Lipschitz 常数 的 退化 和 体积 
的 发 散 之 间 相 互 作用 . 

即使 等 变 问 题 (无 边界 ) 的 候选 映照 可 说 明 是 非 空 的 , MFE Poincaré 不 等 
A, 以 至 收敛 问题 比 Dirichlet 问题 更 为 精细 . 例如 , 可 能 有 X PT o 的 极 小 
化 序列 . 在 非 局 部 紧 的 目标 流 形 情形 甚至 存在 没有 收 盆子 序列 的 一 致 有 界 的 序 
列 . 但 是 , 有 点 意外 的 是 任何 能 量 极 小 化 序列 的 张 量 r 的 序列 收敛 于 唯一 的 极 
限 张 量 : 

命题 2.6.3 设 M 是 度量 完备 的 Rieman 流 形 , 可 能 有 紧 致 的 Lipschitz 
边界 OM, 并 有 基本 群 (M) = 7. X X Æ NPC 2M, 且 设 p:T 一 isom(X) 
是 同 态 . 如 果 等 变 (p = 2) Sobolev 映照 的 对 应 集 C 是 非 空 的 , 那么 对 任何 能 量 
极 小 化 序列 {ui} CS, 我 们 有 
Bm 人 MODI- ID)-(CIPacGo)anlo =0 


?17 一 OO 


特别 地 , 存在 一 个 唯一 的 可 积 张 量 r 满足 
lim J J Inlw,w)— Ty, (w, w)|do(w)du(a) = 0. 


t— CO 


证 明 对 两 个 映照 w v 以 及 它们 的 中 点 上 映照 w, 我 们 应 立 用 四 边 形 比较 (2.1iv), 
其 中 t= 3 以 及 a = 0: 
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以 文集 在 M 内 部 的 非 负 函数 f 乘 这 个 不 等 式 , 和 (1.2vii) 中 一 样 在 球 中 取 平 均 ， 

FES © 一 0, 这 就 产生 

n+2 „> ( dulz), dz v(y)) \? du(w)du(y) 
// Fl )( ) 


a En 


E E 


lim sup 
E—0 Aw, 


< SEE) + (让 ~ E’(f). (2.6 ix) 


(我 们 已 经 将 泛 函 EY (-) 规范 化 而 与 总 能 量 的 定义 (1.10v) 相 一 致 . ) 利用 第 1 节 
的 技巧 能 证 明 当 e 一 0 时 ，(2.6ix) 左 端的 表达 式 趋 向 于 下 列 积分 的 zy A 


ho. Ja fal (wo) — [vx (ow) dp(x)do(w). 


它 的 详细 证 明 留 给 读者 , 但 概述 它们 的 思想 : 为 了 用 包含 。 有 向 能 量 的 和 逼近 
(2.6ix) 中 的 积分 利用 单位 分 解 , 使 新 的 极限 是 Q x 5S"™-1!, 然后 利用 事实 : 对 有 
HRE p= 2 的 Sobolev 映照 的 p= 1 的 近似 能 量 密度 函数 在 L? 中 收敛 于 
p=1 WSR. 所 断言 的 极限 就 从 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 

取 一 个 么 文集 在 M 内 部 的 递增 序列 {fr}, 使 fe 收敛 于 常数 1，(2.6ix) 的 
右边 收敛 于 一 个 数 ; ; 

zE 十 zE — E”. 

在 (2.6ix) 中 对 函数 {fr} Bou = vi, v = 就 得 到 命题 2.6.3 中 的 第 一 个 不 等 
式 . 第 二 个 不 等 式 从 下 列 事实 


maw w) — olw, oO < |) 一 los(o)l :hr (wo)| lvl) 
以 及 Cauchy-Schwartz 不 等 式 得 到 . O 


如 采 我 们 要 理解 极 小 化 序列 的 形态 了解 连续 模 的 可 控 性 是 有 益 的 ， 下 列 
定理 可 用 来 构造 Lipschitz 极 小 化 序列 . 思想 是 修改 给 定 的 极 小 化 序列 如 下 : 对 
一 族 Dirichlet 问题 用 它 的 值 作为 边界 数据 , 然后 , 用 82.5 中 的 平均 化 技巧 将 那 
些 Dirichlet 问题 的 解构 成 一 个 Lipschitz FRA, 这 个 序列 仍然 是 极 小 的 . 在 本 质 
E, 这 像 构造 调和 函数 的 Perron 方法 , 但 是 , 技术 上 的 想法 相当 不 同 , 因为 , 它 
们 并 不 基于 极 大 值 原理 . 

定理 2.6.4 设 M 是 完备 的 具有 限 体积 的 Riemann 流 形 (并 且 没有 边界 )， 
it X 是 NPC 度量 空间 . Rp: T > isom(X) 是 基本 群 (M) =T 的 一 个 表 
T. wR M 是 紧 的 , 存在 能 量 极 小 的 p 一 等 变 的 序列 {ui}, 所 有 ui 是 (一 致 ) 
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Lipschitz 连续 的 . 事实 上 , 存在 只 依赖 于 MW C 使 每 个 由 的 Lipschitz 常数 
能 以 
C5(P) 


为 界 , 其 中 6 是 位 移 函 数 (2.6iii) 并 且 P Æ X 中 的 任何 一 点 . 
如 果 M 是 完备 的 (但 不 是 紧 的 ), 假定 从 M 到 X 的 有 限 能 量 的 p—F Ek 
照 集 是 非 空 的 , 并 有 一 个 能 量 为 E < co HRB. BA, 存在 等 变 极 小 化 序列 
{ui}: M > X, 使 对 任何 紧 致 子 集 KCM 以 及 充分 大 的 i (依赖 于 K), u 在 
K (到 M 的 提升 ) 上 是 Lipschitz 连续 的 , 其 逐 点 的 Lipschitz 常数 以 C(x)E? 为 
R. 这 里 ，C(z) 是 仅 依 赖 于 M HARAR AX. 
证 明 首先 处 理 M 是 紧 的 情形 . 先 取 它 的 用 球 {Bi}, m WA BR m. 
将 那些 球 取得 充分 小 , 使 对 任何 ze M, 集合 
J B (2.6 x) 
7|zEBI 
是 单 连通 的 . 取 一 个 附属 的 单位 分 解 ，{m}, 以 及 紧 子 集 Zi C Bi, 使 每 个 1 的 
支 集 包含 在 Zi HARB. 将 函数 mi 以 及 集合 Bi, Zi 提升 到 M 上 为 不 变 函 数 
市 以 及 不 变 集合 BI 和 Zi. 
根据 2.6.1, 可 容许 映照 集 是 非 空 的 , 并 且 它 们 能 量 的 下 确 界 Eo 有 估计 
E? < C6(P)’, (2.6 xi) 


其 中 C 仅 依赖 于 M. 设 给 定 一 个 极 小 化 序列 {v;}, 具有 能 量 EY 一 E. 在 每 
个 Bi 中 用 v; 的 (等 变 ) 迹 作 为 Dirichlet 数据 , 并 利用 定理 2.2 构造 等 变调 和 映 
Fa ul. 将 ww 扩充 到 Bi 以 外 , 并 在 那里 定义 为 wi = vi. 根据 定理 1.12.3 得 到 
E“ < EY, (2.6 xii) 
现在 用 
ui(Z) = >, ip (x) uy (x) 


定义 M 上 的 等 变 映照 序列 {wi}. 根据 命题 2.5.2, 这 意味 着 对 测度 空间 At = 
{1,… ,m} 以 及 ze M, 我 们 用 
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定义 一 个 测度 vj, 映照 f : {1,---,m} —> X HH 
fG) = u} (2), 


所 给 出 , 并 定义 ulr) 是 质量 fo, BID. 
全 题 2.5.2 使 我 们 对 接近 z 的 yY 能 比较 ui (x) 和 ui(y). 用 ip (y) 值 定 义 Vy 
并 用 ul (y) 的 值 定义 h, 我 们 得 到 


P (u(2) us(y)) < P (E) (uf (©), u(y) 


=1 


Cy 


(2.6 xiii) 
+ 2d(ui(x), ui(y)) 2 d(ut(y), u(y)) | (y) — 7 (2)]. 

离开 主题 我 们 来 证 明 下 列 极限 式 , 它 定 量 地 说 明 (2.6xii) 右 端 第 二 项 当 i > oo 

时 可 被 忽略 : 

lim sup d(u! (y), ui(y)) = 0. (2.6 xiv) 


~ t 
jE{1,...,.m},yEeZs 


由 于 uly) 是 ul (y) 对 y e ZI 的 平均 ， (2.6xiv) 从 命题 2.5.4 以 及 方程 

lim sup dlwi(y),u(y))=0 (2.6 xv) 

®© 5,1E{1,....m}, yEZINZ! 
得 到 . 我 们 证 明 (2.6xv) 如 下 : 存在 依赖 于 集合 Zi 的 60 > 0, 使 得 球 Bly, 250) c 
Bi, RÆ ye Ži. 从 内 Lipschitz 连续 性 (定理 2.4.6) 以 及 (2.6xi), 我 们 看 到 对 
lz—y|< do, ul(z) 的 LI (z) 的 Lipschitz 常数 是 一 致 有 界 的 (不 依赖 于 y, ZI 以 
及 大 的 i), 
Lİ (2) < L6(P)2 = L' (2.6 xvi) 
(对 依赖 于 M 和 E? 的 某 常 数 L). 这 样 , 对 ye Zin Ži 以 及 -yl < 6, 三角 
不 等 式 产 生 
d(uj(z), uj(z)) > d(ul (y), ul(y)) — 2L'6. 


t 


在 B(y,5) 上 积分 , 得 到 


定义 在 M 上 的 函数 dlwi,ul) 在 BIU B 外 等 于 零 , 所 以 我 们 能 借助 于 Poincaré 
不 等 式 
udu < C J [Val uz)|*du (2.6 xviii) 
piu” 
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得 到 上 述 不 等 式 左 端 的 界 . 根据 能 量 凸 性 (2.6ii) 以 及 (2.6xii) ，(2.6xiii) 的 右 端 
以 下 式 为 界 
|Vd(u? ,ut)|? du < 4(B” — E°). (2.6 xix) 
BjIUB! 


将 (2.6xvii), (2.6xiii) 以 及 (2.6xix) 结合 起 来 并 令 5 任意 小 就 得 到 关于 极限 的 断 
A (2.6xv). i 

HUER RŽ uj, 对 大 的 1， 的 一 致 Lipschitz 连续 性 ， 我 们 现在 回 到 估计 
(2.6xiii). 根据 (2.6xiv) 以 及 几何 -算术 平均 不 等 式 , 我 们 取 充 分 大 的 i, 使 (2.6xiii) 
式 右 端的 第 二 项 对 任何 z, y 以 


1 2 
z% (u(x), ui(y)) 


利用 对 调和 映照 ul 的 内 Lipschitz 连续 性 估计 (2.6xvi) 给 出 
d*(ui(x), ui(y)) < CO(P)?, 


其 中 C 是 只 依赖 于 M 的 普 适 常数 . 从 我 们 的 序列 {wi} 中 除去 有 限 个 映照 , 我 
们 导出 了 定理 2.6.4 中 所 断言 的 Lipschitz 控制 性 . 

为 了 说 明 {wi} 是 极 小 化 序列 我 们 也 用 (2.6xiii). 将 Young 不 等 式 用 于 它 的 
右 问 的 第 二 项 给 出 


(1 — 5)d?(ui(x), wil) < D(x) a? (uj (2), wi (y)) 


rye (y), us(u))) ( Yb) oR) 
关于 |y -| < e 求 平均 , 在 M 上 积分 , S e 一 0, 注意 到 Eef) 是 线性 泛 函 
E“(.) 作用 于 f 的 值 , 上 述 不 等 式 意味 着 
(= 6)E™ < YO E“ (n) + Soi(1) (2.6 xx) 


(根据 (2.6xiv) 当 i 一 œ 时 oi(1) 项 趋 于 零 . ) 因为 {7} 组 成 一 个 单位 分 解 , 又 
因为 Bp*(.) 是 线性 的 ， 
(1 = 6) E™ < Ew + YE) E) + Eol): 


j 
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应 用 命题 2.6.3, 我 们 得 到 当 i 一 ce 时 , 上 述 不 等 式 中 的 作 和 项 趋 于 零 , 从 而 


limsup(1—6)E™ < F’. (2.6 xxi) 


6 是 任意 的 , 所 以 {ui} 是 极 小 化 序列 . 这 样 , 命题 2.6.4 在 M 是 紧 致 情形 下 的 
证 明 就 完成 了 . 
IEA M 情形 的 证 明 将 上 述 论 证 进行 适当 修改 即 可 . 对 一 个 基点 zo e M, 记 
Km ={xz E€ M :|z-— rol < m}. 
取 可 列 球 {Biyen 将 M Foie, 使 对 一 组 增加 序列 {im}men, 有 限 球 集 
{BY}j=1,...,7m 


Bit Km, 使 ; > jm 意味 着 BIO Km_1 = 0 和 紧 致 情形 一 样 , 取 一 个 附属 的 
单位 分 解 {mmr} 以 及 集合 ZI c Bi, 并 和 前 面 一 样 记 它 们 到 M 提升 . 对 固定 的 
m E€ N, 我 们 考虑 有 限 单位 分 解 


{m }j=1,..im N {1 — yon}. 
和 前 面 一 样 , 给 定 极 小 化 序列 {vi}, 我 们 再 在 {Bi h... 中 作 球 中 的 替 
代 , 和 前 面 一 样 定义 平均 映照 wi: 现在 是 在 m +1 点 的 集合 中 平均 , 其 中 最 后 
一 所 是 ule) BA. a FEEN, {m h n 是 Kw 的 单位 分 解 . 所 
以 当 i 充分 大 时 , 将 函数 wi; 的 一 致 Lipschitz $ L 限于 Kwi. 它 有 形式 


L < Cm EÈ, 


这 就 是 所 断言 的 依赖 性 . {wj} 是 极 小 化 的 证 明和 前 面 一 样 , 现在 除了 用 下 列 弱 
形式 
lim a (u;(y), us(y)) = 0, j= 1,..., fm 


取代 对 d(u? (y), uly) 的 逐 点 估计 (2.6xiv). 这 从 三 角 不 等 式 以 及 

得 到 . 由 于 在 M 的 紧 子 集 以 外 d(ul (y) vi (y)) = 0 这 最 后 的 等 式 从 Poincaré 不 
等 式 以 及 能 量 的 凸 性 , 即 (2.6xvii) 以 及 (2.6xix) 的 类 似 关系 式 得 到 . DORE, 用 关 
于 Km 以 及 vi 的 对 角 化 序列 我 们 能 构造 适当 的 序列 {wi}. 定理 2.6.4 的 证 明 就 
完成 了 . 口 


. 232 ， 第 十 章 Soblev 空间 和 到 度量 空间 的 调和 了 映照 


应 用 具 局 部 连续 控制 模 的 极 小 化 序列 使 我 们 将 全 局 收敛 问题 化 为 在 一 点 的 
收敛 问题 : 

mM 2.6.5 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 , 可 能 有 紧 致 的 Lipschitz 边界 
OM. ZT = mı(M), #H p:T 一 isom(X) 是 一 个 同 态 . 设 {wui} 是 一 个 具 
局 部 连续 控制 模 的 极 小 化 序列 .， 即 , 对 每 一 z < M 我 们 假定 存在 (等 变 ) BH 
w(x, r)(O Sr < rr) 它 是 关于 r 单调 增加 的 , 且 满 足 w(x,0) =0 以 及 


sup sup d(u;(x),u;(z)) < w(z,r). 


i |x—z\<r 


那么 , 序列 {ui} (局 部 一 致 因而 在 Le 中 ) 收 化 于 一 个 等 变调 和 映照 u 的 充 要 


loc 


条 件 是 存在 reM, 使 点 列 {ui(z)} 是 收敛 的 . 
WEAR 这 个 命题 成 立 的 原因 是 能 量 的 凸 性 表达 式 (2.6ii), 它 意味 着 
J |Vd(u;, u;)| dp — 0. (2.6 xxii) 
M 
设 ze M 是 一 个 收敛 点 ，{wi(x)} 一 P. 根据 连续 模 估 计 以 及 三 角 不 等 式 有 


limsup sup d(ui(z), u;(z)) < 2w(r) 


2 一 oo |z—a|<r 
(其 中 , 我 们 将 w(x,7) 记 为 wlr). ) 这 样 , 对 i, 7 充分 大 , 函数 
d(ui(z), uj(z)) — 3w(r) 


在 |z- r| = r 的 集合 上 是 负 的 . 对 这 样 的 i, j, 我 们 可 对 B(z,7) 的 紧 致 外 区 域 
用 Poincaré 不 等 式 : 


J [(d(ui(z), u;(z)) — 3u(r))*]*du(z) < Crna | |Vd(uj, ui) dp. 
B(x, R) B(z,R) 

(2.6 xxiii) 
根据 (2.6xxii), 右 端的 积分 当 i, 7 一 co 时 收敛 于 零 , 所 以 , RIIA (2.6xxiii) 以 
及 连续 控制 模 得 到 


Ly 


lim sup d(u;(z), u;(z)) < 3w(r), 


这 里 z € B(z, R). AT R 和 7 是 任意 的 , 从 而 , 序列 {wi} 处 处 收敛 . 因为 这 
个 连续 控制 模 , 这 是 在 M 的 紧 子 集 的 提升 上 的 一 致 收敛 . 特别 地 ，wi Æ L2 中 
局 部 收 敏 于 一 个 等 变 映照 w, 因而 , 半 连 续 性 (定理 1.6.1) 可 应 用 , 映照 u 是 调和 
的 . 口 
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附注 2.6.6 ”比较 最 后 三 个 命题 的 结果 . 如 果 等 变 Sobolev 映照 类 是 非 空 的 , 
并 且 如 采 X 是 局 部 紧 的 , ABA, 2.6.4 的 极 小 化 序列 或 者 收敛 于 X 的 理想 边界 
(在 无 穷 远 ), 或 者 一 个 子 序列 收敛 于 一 个 调和 映照 , 从 能 量 凸 性 (2.6ii)(2.5iii) 得 
到 所 有 调和 映照 包含 在 (可 能 的 ) “平行 ”调和 映照 的 多 参数 族 中 . (HA 2.6.3 得 
到 所 有 它们 诱导 同一 个 张 量 r. ) 一 个 非常 有 趣 和 重要 的 (未 解决 的 ) 问题 是 理 
解 什么 时 候 调 和 映照 实际 上 是 唯一 的 (相差 出 发 流 形 或 目标 流 形 的 等 距 ). 


即使 当 从 2.6.4 得 到 的 极 小 化 序列 在 X 中 没有 收敛 子 序列 , 还 是 有 结 采 : 实 
值 函 数 d(wi(z),ui(y)) 有 收敛 于 工 -不 变 的 定义 在 M x M 上 的 距离 函数 d(x,y) 
的 子 序列 . 本 文 的 余下 部 分 我 们 将 说 明 任 何 这 样 极 限 d 所 诱导 的 无 穷 小 度量 是 
2.6.3 的 唯一 的 张 量 r. 事实 上 , RX 空间 的 同 子 集 构造 的 NPC 空间 ，d 是 到 
这 样 (极限 ) NPC 空间 映照 诱导 的 距离 所 得 到 的 . 我 们 称 那 些 极限 为 a“ 调和 ”， 
它们 的 构造 是 我 们 以 后 很 多 工作 的 焦点 . 

确保 极限 存在 性 的 一 个 方法 是 加 上 Dirichlet 条 件 . 后 面 我 们 将 用 到 下 列 结 
R: 


命题 2.6.7 考虑 命题 2.6.1 的 构图 以 及 如 附注 2.6.2 中 定义 的 M 中 的 小 
集合 C. 设 有 一 个 从 MM 到 多 的 0 一 等 变 的 Sobolev 映照 y. RA, 存在 一 个 唯 
一 的 局 部 Lipschitz p 一 等 变 的 调和 映照 u: M -C 一 X, 且 在 69C. 上 与 一 
AF. 如 果 边 界 是 光滑 的 并 且 如 果 小 直到 边界 是 Cae(0 <a<1) 的 , BA, 信也 一 
样 . 

证 明 根据 能 量 的 凸 性 (2.6ii) 以 及 (对 OC.) 外 区 域 的 Poincaré 不 等 式 , 极 
小 化 序列 在 L2. 中 收敛 于 一 个 等 变调 和 映照 ， 从 定理 2.4.6 得 到 内 正则 性 而 边 
界 正 则 性 从 [Se] 得 到 ( 见 附注 2.4.7. ) 口 


82.7 同 伦 问题 


作为 本 文 技 巧 的 最 后 一 个 应 用 我 们 将 经 典 的 Eells-Sampson 调和 映照 的 理 
论 推 广 到 度量 空间 目标 流 形 的 情形 ， 为 技术 上 简单 起 见 我 们 假定 出 发 流 形 是 
紧 致 的 . 设 N 是 度量 空间 , CRW X 是 NPC. 我 们 称 一 个 连续 映照 
u:M—N 是 调和 的 , 如 果 它 是 局 部 能 量 极 小 的 . 详 而 言 之 , 每 点 ze M 一 定 有 
一 个 邻 域 , 使 在 这 个 邻 域外 都 和 一 样 的 所 有 连续 比较 映照 有 较 小 的 能 量 . 我 
们 来 证 明 : 
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定理 2.7.1 设 M 同 上 ,上 且 9M 一 0. 设 NN 是 紧 致 的 且 设 1f:M 一 NN 是 一 
个 连续 映照 . ABA, 存在 一 个 同 伦 于 f 的 Lipschits 调和 映照 以 :M 一 NN. 


WEAR 对 固定 的 reM, f 诱导 了 同 态 fa: m(M)s 一 mN) 将 f 提 
FA f: MX,  f ep Sew. 利用 命题 2.6.1 构造 一 个 有 限 能 量 的 六- 
等 变 的 映照 , 并 且 利 用 定理 2.6.4 构造 一 个 一 致 Lipschitz 极 小 化 序列 {a;}. A 
WY X Æ NPC, 可 以 用 测 地 同 伦 得 到 所 有 的 连续 f, 一 等 变 的 映照 是 同 伦 的 . (E) 
伦 的 连续 性 [Re 从 四 边 形 比较 , 即 定理 2.1.2 得 到 . ) 所 以 , 映照 a, 等 变 同 伦 于 
f, 我 们 因此 得 到 投影 w; PEF f. 由 于 wi 是 一 致 Lipschitz 连续 的 , 它 的 一 个 
子 序列 一 致 地 收敛 于 一 个 极限 u, 所 以 它 同 伦 于 f. 

剩 下 来 证 明 u 是 调和 的 . Kee M Hix O 是 zz 的 一 个 具有 Lipschitz 边 
界 的 单 连通 邻 域 . 我 们 来 证 明 u 关于 在 O 以 外 和 u 一 致 的 比较 映照 而 言 是 能 
量 极 小 的 . 由 于 O 是 单 连通 的 , 映照 wo 提升 为 从 O 到 和 的 映照 a, 我 们 就 将 
问题 化 为 证 明 ù AE 82.2 中 的 Dirichlet 问题 的 解 . 

对 任何 s > 0 以 及 i 充分 大 , FATA BES à tE 


sup d(t;(z), U(z)) < € 
zEO 


| d (ŭi, ŭ)du < €. 
O 

wo, HO EW u 为 边界 条 件 的 Dirichlet 问题 的 解 . 设 5 是 以 详 为 边界 条 件 
的 解 . 由 于 dla, o) 是 次 调和 的 (附注 2.4.3), dii, 0) 在 OO 上 达到 它 的 极 大 值 ， 
所 以 以 d(ui,u) 在 那里 的 极 大 值 为 界 . 特别 地 , 我 们 看 到 对 大 的 i 有 


(2.73) 


| d*(0,;,0)dp < €. (2.7 ii) 
O 
最 后 , 从 能 量 凸 性 (2.6i 以 及 对 O 的 Poincaré 不 等 式 , 对 大 的 i 我 们 有 
| d (ŭi, v;)dp < €, (2.7 iii) 
O 


将 那 三 个 估计 结合 起 来 并 且 应 用 L 三 角 不 等 式 , 我 们 得 到 
| diù, jdu < 9e. 
© 
Am, à= ò Ali u 是 调和 的 . 口 


如 果 我 们 研究 同 伦 的 Dirichlet 问题 , 那么 我 们 不 一 定 要 假定 目标 空间 的 局 
B ATE: 


8382. 到 非 正 弯曲 度量 空间 的 调和 了 映照 . 235 . 


定理 2.7.2 设 M 是 紧 致 具有 光滑 边界 的 流 形 且 设 N 完备 的 具有 NPC 通 
Agim X 的 度量 空间 . 设  : M oN 是 连续 的 了 = 2 的 Sobolev 映照 , 它 在 边 
KOM 上 的 迹 对 某 0<aw<1 是 Ce 的. 那么 , 存在 一 个 唯一 的 整体 极 小 的 调和 
RRu:MoON, CAET f 且 具 有 相同 的 边界 值 u HM 内 部 是 Lipschitz 
连续 的 并 直到 边界 是 Ca 的 . 


证 明 我们 如 同上 一 定理 可 将 f 提升 为 f, 等 变 的 映照 f 对 一 个 基点 
ze OM 构造 从 mm(M)z 到 T(N) ja) 的 同 态 A. 根据 假定 , 提升 是 一 个 有 限 能 
量 的 映照 (在 82.6 的 意义 下 ). 从 能 量 凸 性 (2.6ii) 以 及 (M, OM) Poincaré 不 等 式 
得 到 f, 一 等 变 的 与 f 有 相同 边界 的 极 小 化 序列 在 L? 中 收敛 于 唯一 的 等 变调 


[Se] WR). 从 而 , (和 前 面 一 个 定理 一 样 , 通过 测 地 同 伦 ), 它 的 投影 u 同 伦 于 
f. 从 基点 的 选取 我 们 看 到 关于 边界 OM 相对 同 伦 于 f 的 连续 映照 vw: ON 
提升 为 一 个 fe FERRE, 从 而 得 到 w 关于 所 有 这 种 映照 是 能 量 极 小 的 映照 . 口 
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第 十 一 章 “调和 了 映照 的 模 空 间 ， 紧 和 群 作 
用 和 非 正 曲率 流 形 的 拓扑 


Eells-Sampson 证 明 他 们 著名 的 调和 映照 存在 性 定理 后 不 人 人,，P. Hartman 
(7]) 研究 了 这 种 映照 的 唯一 性 . 这 一 章 我 们 给 出 到 非 正 曲率 流 形 N 的 调和 映 
照 空间 的 更 详尽 的 研究 . 然后 我 们 将 这 应 用 于 容许 到 N 的 同 伦 非 平凡 映照 的 流 
形 上 的 紧 致 群 作用 的 研究 . 一 方面 , 我 们 得 到 关于 流 形 上 (可 微 ) 群 作用 的 新 信息 . 
另 一 方面 , 我 们 得 到 容许 非 正 曲 率 度量 流 形 的 拓扑 障碍 . 那些 结果 解释 了 第 二 作 
者 在 [13] 中 的 主要 结果 , 它 是 论文 [12] 的 部 分 动机 , 我 们 在 这 里 展开 . 

在 这 章 的 第 一 部 分 , 我 们 描述 了 从 M 到 N 的 同 伦 于 一 个 给 定 上 映照 的 调和 
映照 的 空间 . 在 [7] F, P. Hartman 证 明了 这 个 空间 是 连通 的 ， 并 且 当 NBA 
严格 负 曲 率 并 且 M 的 像 既 不 是 一 点 也 不 是 一 个 圆周 时 , 这 个 空间 只 是 一 个 扣 . 
我 们 证 明 这 个 空间 是 N 的 紧 致 连通 的 全 测 地 子 流 形 , 并 且 当 xi(N) 没有 非 平 
凡 交 换 子 群 且 M 的 像 不 是 一 点 或 圆周 时 , 这 个 空间 仅 有 一 点 . 我 们 的 证 明 不 同 
于 Hartman 的 证 明 , 而 依赖 于 N 上 的 距离 函数 看 作为 定义 在 N x N 上 的 函数 
时 Hessian 的 计算 . 这 一 计算 本 号 具有 独立 的 兴趣 . 

当 调和 映照 是 从 M 到 N 的 满 映照 并 且 从 (N) 到 mi(M) 的 诱导 上 映照 是 
满 映照 时 , 调和 映照 的 空间 是 很 简单 的 且 同 胚 于 N 上 平行 移动 生成 的 群 . 根据 
8] 中 证 明 的 定理 , 这 个 群 的 维 数 等 于 rj(N) 的 中 心 的 秩 . 
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在 第 二 部 分 我 们 应 用 前 面 对 调 和 映照 的 描述 来 研究 紧 致 群 在 紧 致 流 形 M 
上 的 作用 . 例如 , 如 果 有 一 个 从 M 到 非 正 曲率 流 形 N 的 映照 f 使 对 某 类 w e 
HE(N, R) 使 ftw #0, 我 们 能 证 明 M 在 项 武义 意义 下 对 称 度 当 有 > 1 时 , < 
i (dimM 一 k)(dimM 一 k 十 1), 而 当 = 工时, 这 个 对 称 度 < $(dimM 一 1)dimM +1. 

对 有 限 群 G 在 M 上 的 光滑 作用 , 我 们 能 按 下 列 步骤 得 到 信息 . 我 们 先 赋 于 
M 一 个 Riemann 度量 使 紧 致 群 G 等 距 地 作用 于 其 上 . 然后 我 们 能 应 用 Eells- 
Sampson 定理 [5] 将 f 形变 成 一 个 调和 映照， 对 此 仍 记 成 f. 假定 对 N 中 的 
闭 的 -形式 w( > 1) 使 它 在 任何 整数 链 上 的 积分 是 整数 , 我 们 有 f*(w)[M] = 
m#0. ABA, 我 们 证 明 G 局 部 自由 地 作用 于 N, 并 且 G? 是 一 个 环 面 , 它 的 维 
数 < 基本 群 mi(N) 的 极 大 交换 子 群 的 秩 数 或 M 的 第 一 Betti 数 . 并 且 , FHF 
{g € G|fo9 =f} 是 有 限 的 且 具 有 整除 m 的 阶 数 . 如 果 我 们 限于 m = 1 并 且 
ri(N) 没有 非 平凡 交换 子 群 情形 或 M 的 第 一 Betti 数 为 零 的 情形 , 那么 ，G 是 
有 限 的 并 且 我 们 证 明 G 在 wi(N) 的 外 自 同 构 群 上 的 表示 是 单 的 . 这 不 仅 说 明 负 
曲率 紧 流 形 的 对 称 度 为 零 , 并 且 对 这 类 流 形 同 调 类 中 的 任 一 代表 流 形 ( 维 数 > 1) 
也 有 相同 的 结果 . 

如 果 存 在 从 M 到 紧 局 部 对 称 空间 的 度数 为 1 的 映照 , 这 个 目标 流 形 有 非 
正 曲率 且 不 容许 闭 的 1 维 或 2 维 测 地 子 空间 作为 局 部 直 积 因子 , 那么 , 我 们 证 
明 f 同 伦 于 G- 等 变 映照 , 使 G 作为 等 距 作 用 于 目标 流 形 . 并 且 ，G 自由 地 作 
用 于 M 的 充 要 条 件 是 G 自由 地 作用 于 上 述 局 部 对 称 空 间 . 如 果 我 们 用 紧 致 平 
坦 且 进一步 假定 AI = m(N) 的 流 形 代替 上 述 局 部 对 称 空间 , 同样 结论 
也 成 立 . 一 个 顾 有 趣 的 推论 是 任何 作用 于 同 伦 环 面 的 有 限 群 是 等 变 同 伦 于 作用 
于 标准 环 面 的 线性 和 群 . 如 果 能 知道 拓扑 框 染 下 的 类 似 结论 将 是 有 意义 的 . 

最 后 , 我 们 证 明 , 如 果 M 是 紧 致 的 旋 流 形 , 容 有 从 M 到 非 正 弯曲 流 形 N 
的 映照 f, 使 (f*w)U QIM] 关 0, 这 里 w 是 NN PH k- 维 上 同调 类 而 Q 是 M 
中 的 dinM — k 维 的 A- 类 , ABA, 作用 于 M 上 的 任何 连通 群 是 一 个 局 部 自由 
的 环 作用 , 它 的 维 数 不 大 于 m(N) 的 极 大 交换 子 群 的 秩 数 , 或 不 大 于 M 的 第 一 
Betti 数 . 最 后 这 个 定理 当 N 是 一 般 K(7,1) 流 形 时 曾 独 立 被 W. Browder 与 项 
武 忠 用 完全 不 同 的 方法 所 证 明 . (但 是 , 他 们 的 结论 在 我 们 这 里 特殊 情形 时 比 我 
们 的 结论 弱 .) 
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§1. EAA Hessian 的 计算 


设 N 是 完备 的 Riemann 流 形 . wr: NxN 一 R EXX r(u, uz) = 
从 ui 到 ws 的 距离 . 设 D E N xN 的 对 角 线 且 O 是 DD 的 开 集 使 r+ 在 O\D 上 
是 光滑 的 , 并 且 对 每 对 点 (u1,u2) € O\D 存在 从 u, 到 ws 的 唯一 极 小 测 地 线 . 设 
V 是 NxN 上 由 乘积 度量 诱导 的 Riemann 联络 . 这 样 , 对 每 点 (u1,u2) E€ O\D 
以 及 X,Y € Toud N XN (N x N 在 (wi,w2) 的 切 空间 ) rv ta xX AY 方 同 的 
Hessian 为 


rxy = XY(r) 一 (VxY)r, 


其 中 Y 按 任意 方式 被 延 拓 为 (wi,w2) 邻 域 中 的 一 个 光滑 问 量 场 ， 如 所 熟知 
rxy 二 ryx. 本 节 的 目的 是 计算 rxy, 将 其 用 N 的 曲率 来 表示 . 

对 任何 (wi,w2) E ON\D, 设 yw(t),0 St S1 是 从 wi 到 wo 的 常 速 参数 的 
极 小 测 地 线 . BEX = Xi 十 X2 E Ton u NXN, HP X 以 及 X 分 别 是 切 于 乘积 
N x N 的 第 一 和 第 二 因子 的 分 量 . 设 ols) 表示 常 速 测 地 线 满足 c(0) = (u, ua) 
以 及 o'(0) = X. ABA, RITA o = (01,02), 其 中 对 i = 1, 2 oi(0) = wi 以 及 
o/(0) = X;. 从 Hessian 的 定义 , Æ s = 0, 我 们 有 


d? 
TXX (Uj, U2) = 762 7 (01 (8), 02(8)) = 0. 


从 弧 长 的 第 二 变 分 公式 ( 见 [4], 第 20 页 ), 我 们 有 
rxx(u,u2) = i (IVV? — (RIV, TYT, V) }at 


其 中 , V 是 沿 yuu 的 Jacobi H, EXE u, i= 1,2 的 值 是 X;, Vt 表示 VV 的 正 
XTW uu (t) 的 分 量 , 而 T 表示 Yuu 的 切 问 量 . 

我 们 现在 能 证 明 下 列 命题 . 

命题 1 假定 N 的 截面 曲率 是 非 正 的 . RX = Xi tX € Tru uy) N XN. 
那么 , (r?)xx 是 非 负 的 , 且 等 于 零 的 充 要 条 件 是 下 列 性 质 成 立 : BA Yuu 存在 
平行 向 量 场 V 使 YU) = X1, V(u2) = X2, 并 且 在 Yuiuz 上 (R(V,T)T, V) = 0. 
特别 地 ,如果 N 的 截面 曲 座 是 仙 的 ，V 与 工 成 比例 . 


WEAR 从 上 述 第 二 变 分 公式 立即 得 到 结论 . 口 
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82. 调和 了 映照 的 唯一 性 


iz M 和 N 是 两 个 完备 的 Riemann 流 形 . 假定 N 的 截面 曲率 是 非 正 的 . 
我 们 来 研究 给 定 的 从 M 到 NN 的 映照 的 自由 同 伦 类 中 调和 映照 的 唯一 性 . 

我 们 首先 回顾 调和 映照 的 定义 . 设 f:M 一 NN 是 01 映照 . 设 ds% BON 
的 度量 张 量 , 考虑 被 映照 拉 回 的 对 称 张 量 fds? 我 们 定义 能 量 密度 e(f) 是 
ftdst, 关于 M 上 的 度量 张 量 dst, 的 迹 . 如 果 对 每 个 紧 区 域 D cM, 以 及 对 
每 一 单 参 数 映 照 族 f, : M 一 N, t € (-1,1), fo = f 以 及 在 D 以 外 对 任何 
te (一 1,1) f= f, RNA 


d 


G h, elfe)aVasle~0 = 0, 


那么 ，f 是 调和 映照 . 定义 能 量 泛 函 E) 为 
E(f) = f ePm: 


这 里 dVy 表示 M 的 体积 元 . 

设 f 和 9g 是 从 M 到 NN 的 两 个 调和 映照 , 它们 是 目 由 同 伦 的 , A ES) 和 
Elg) 都 是 有 限 的 . 我 们 将 证 明 , 如 果 M 具有 有 限 体积 , 那么 f A g 以 一 个 明 
显 的 方式 通过 调和 映照 同 伦 ( 见 下 面 定理 2). 

设 M 和 N 分 别 是 M 和 N 的 通用 覆盖 . MWA, m(M,*) 以 及 m(N,*) 
分 别 用 等 距 群 作用 于 M 和 N, 使 M = M/m(M,*) 和 NN = N/m(N,*). 设 
F:NxN>R 被 定义 为 Fa, y) = 从 zz 到 y 的 距离 . 由 于 N 有 非 正 截面 曲率 ， 
我 们 知道 了 在 N x N\{ 对 角 线 } 上 是 光滑 的 . 现在 zi(N,*) ÆN x N 上 作为 等 
距 群 以 下 列 方式 作用 


a(x, y) = (a(x), a(y)) 对 a € mı (N, *). 


这 样子 诱导 了 一 个 函数 >: N x N/m (N, *) >R. iw F: M x [0,1] 一 六 是 1 广 与 
9 的 同 伦 且 对 所 有 pe M 有 F(p,0) = f(p) UR F(p,1) = g(p). 我 们 取 一 个 提 
Ft F: Mx (0,1) > N, 并 对 所 有 pe M BK F(p,0) = f(p) UR F(p,1) = G(p). 这 
定义 了 fig 的 提升 f,5. 我 们 现在 有 如 果 y € m1 (M,*), 那么 存在 a € 7 (N,*), 
对 所 有 pe M 满足 


r 


f(y(p)) =ef(p) 和 G(y(p)) = 0G(p). 
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这 样 , 如 果 我 们 用 hp) = (F(p), 5(p)) ENER h: M 一 N x N, 我们 看 到 
h 是 一 个 调和 映照 , 并 且 根 据 (1), h 诱导 了 一 个 调和 映照 


h: M => Nx N/n1(N,*). 


我 们 现在 用 p(f,g) =roh 定义 一 个 函数 p(f,g) : MR. KKA p?(f,9) 是 M 
上 的 光滑 函数 , 我 们 将 计算 它 的 Laplacian. 在 此 之 前 我 们 先 建立 一 些 记 号 . 

设 f : M N 是 光滑 映照 , 且 设 91,… ,bm 是 pe M 一 点 附近 的 单位 正 
交 余 标 架 场 . 设 wi1,… ,wh 是 点 f(p) se N 某 邻 域 中 的 单位 正 交 余 标 染 场 . 以 


f wi = ` fiaba (2) 
a=l 
定义 fia, \<Si<n, l<a<m. RIA N AM 的 结构 方程 


dwi = 》 wij N Wj, 对 l1<icn, 

ae (3) 
dha = 》 ap ^ bg, 对 l<a<m. 

B=1 


dfia + > fiaf* wit > Jogea = >》 fics 9 (4) 
j=l B=1 B=1 
定义 fias. 外 微分 (2) 并 利用 (3) RIA 


fiag = figa, 对 l1<i<n,l<ap<m. (5) 
mE» 是 M 上 的 光滑 函数 , 我 们 定义 它 的 梯度 和 Hessian 为 
dp 一 ` Palla, 
C 一 工 
m m (6) 
dpa 十 `S Poh Ba = S Ja6065， 对 l<agm, 
B=1 


B=1 
Pas = PBa- 
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类 似 地 , 如 果 y 是 N 上 的 函数 , RITA 


?一 工 

dpi + N jj = X Viju 对 l<i< n, (7) 
j=l j=1 
Vij = Wz. 


映照 了 征调 和 的 条 件 被 表示 为 下 列 方程 组 
和 fiaa = 0, 对 l<1i<n. (8) 
a=] 


我 们 现在 来 计算 p? = p*(f,g) 的 Laplacian. 

(0° )a = 2ppa = 2 > Pri fia + prigia (9) 
其 中 我 们 用 i(1 <i <n) 表示 关于 N x N /ri(N,*) 的 最 后 n 坐标 的 微分 . 现在 
我 们 有 | 

Ap =) aa = 2 2_(prifia + prigia)e 
=2 dri fia + ridin)? +2 > (eri fia + prigiaa) 
2 3 plrij fia fja + 2r -fama + TG liaa) 
a,i, j 


由 于 f, g 是 调和 的 , 我 们 利用 (8) 得 到 


Ap? =2 N (rifia + Ta) 
Q, (10) 
+2 ` ATi; fia fja + 27 fiaa + T5GiaIja): 
&,2,7 
如 于 el ,€n, 61，,… ,En 是 Nx N /ni(N,*) 上 的 单位 正 交 标 架 场 ， 我 们 定义 
问 量 场 Xo 为 


TU Tt 
Xa = > iaci + S  Giaki, 
i=l i=l 
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并 注意 到 (10) 可 写 为 


Ap* = 2 > (rifia + 13g;,,)° +2 》 P XaXa. (11) 


a,t a 


这 样 , 我 们 可 用 命题 1 知道 p? 是 一 个 M 上 的 次 调和 函数 . 我 们 现在 证 明 一 个 
引 理 . 


引 理 1 REM 是 完备 流 形 , 而 p 是 定义 在 M 上 的 函数 满足 Ap >0 以 
及 far |\VyldVu < œ, RZ, p 是 调和 的 . 


证 明 固定 一 点 P eM. 取 序 列 Ri 一 oo fË fon, (pm) Vel 一 0. 因为 
Ju Vel < 00, 这 样 的 序列 存在 . 现在 , RITA 


0 
J Ap = | £ x J V], 
Br; (Po) OBR, (Po) OV OBR; (Po) 


其 中 v 是 OBR, (Po) 的 单位 法 向 量 . S i oo 我 们 有 fu Ap < œ 从 而 Ay = 0. 
口 
推论 1 如 果 M 具有 有 限 体 积 , Hp 是 M 上 满足 Ayp>0 且 fy lVe < 
oo 的 函数 , 那么 ，w LA Fe HA. 
WEAR 这 从 引 理 1 和 Schwartz 不 等 式 得 到 . 口 
引 理 2 Rp 是 定义 在 具有 有 限 体积 完备 流 形 M 上 的 调和 函数 .假定 
fur Vel? <œ. 那么 p eA BARK. 


证 明 iz y Æ M EWE fyuy < oo 以 及 ful Vy] < 00 的 函数 . 设 7 是 
M 的 一 个 Lipschitz KAHE. 1 2n > 0, 


_ t 在 BR(Po) 中 以 及 Yn] < 


2 
0 FEBor(Po) 7b R 


我 们 计算 得 到 
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fve-vol <2(f ivelvela-m) +2( f Wolne) 
2( fna DP) Io ie 
+ oa( (ver) (人 办 
LJ 


& R — co 我 们 得 到 对 任何 满足 4 Vy] € I2(M) 的 多 有 fy Vo Vb = 0. 我 
们 现在 取 


八 


( K 如 果 p>K 
二 9p BR yp €[-K,K] 
L-K WF yp < 一 的 
对 y 的 这 种 选取 我 们 得 到 


| Vol? = 0. 

pE[-K,K] 

& K 一 00 我 们 得 到 y 是 常数 . 这 就 证 明了 引 理 2. 口 
我 们 现在 考虑 M 上 的 水 数 y, 定义 为 p = (+1). HE yp BM 上 的 

光滑 函数 , 我 们 从 (9) 看 到 


Volt = p J et re) < a((p) + (a) 


从 (11) 我 们 得 到 Ay > 0. 如 果 E(f)+ E(g) < 00, 并且 M 具有 有 限 体 积 , 那么 ， 
我 们 能 应 用 推论 1 以 及 引 理 2 得 到 y 在 M 上 是 常数 . 这 样 我 们 看 到 o(f, 9) 在 
LER, 所 以 (11) 蕴涵 着 
(r*)x. x, 一 0, 
其 中 1 < a < m. 特别 地 , 我 们 能 提升 到 通用 覆盖 并 且 得 到 (F) x = 0, 这 里 
Ka = ` fia + Jz Ci: 
应 用 命题 1, 我们 找到 向 量 场 Wo, 它 沿 着 从 f(p) 到 5(p) 的 唯一 测 地 线 和 是 平 


行 的 并 且 满 足 Ws(f(p)) = Xi 万 ei(Fo)) WAR WalG(p)) = ZL faë: (G(p)). 
命题 1 也 给 出 , 沿 着 jp 有 


(R(Wa, Vp) Vp: Wa) = 0. (12) 
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由 于 ?是 常数 , 我 们 将 每 个 了 在 [0,1 上 参数 化 使 和 弧 长 成 比例 (不 依赖 于 点 
€ M). & filp) = pt) 而 定义 单 参数 映照 族 f : M 一 N. 那么 ,我们 有 
_ = 5. 从 Wa 的 平行 性 以 及 (12) 得 到 


n 


WalYp(t)) = 2 Piaci fi(p)) (13) 
因为 m™(N) vee N x N, 我 们 看 到 ， 给 定 oO E ne ), 存在 a < ™1(M) 
使 得 对 0<t<1 有 fioo = ao 有 ft 从 而 对 任何 0 < t < 1, 我 们 有 诱导 映照 
MN 使 各 =/ 以 及 所 

我 们 来 证 明 每 个 fi 都 是 调和 上 映照. 设 Yp(E) 是 N 中 从 f(p) 到 g(p) 的 测 地 
线 , 它 是 Vp 的 投影 . 从 (13) 得 到 dfi(v。) 对 每 点 pe N 沿 y 是 平行 的 向 量 场 . 
所 以 , 我 们 得 到 


p) = ` ldfi (va) 在 Yp 上 是 常数 ， 


a=1 


这 里 w ,vm 是 有 NM 的 一 组 正 交 基 . 所 以 , 对 每 一 te [0,1], RITA 
E(fi) = E(f). (14) 


特别 地 ，E(f) = Elg), BI, 同 伦 于 f 的 每 个 具有 限 能 量 的 调和 映照 和 f 有 相同 
的 能 量 . 为 证 明 f 是 调和 的 , 我 们 考虑 两 种 情形 . 首先 假定 M 是 紧 的 . 在 这 种 
情形 , 如 果 fe 不 是 调和 的 ，Eells-Sampson 的 方法 [5] 说 明 我 们 能 找到 fe 的 形 
变 ft, 使 fio = fi, FA fes 是 热 方 程 的 解 . 将 极 大 值 原理 应 用 于 函数 (fis, f) 
说 明 f,,(M) 4 s 增加 时 , 仍然 落 在 N 的 紧 子 集中 ， [6] 的 技巧 说 明 调 和 映照 
fio 的 存在 性 且 E( fioo) < Elfo. 现在 fico PEF f, RITE E( fioo) = E(f) W 
和 (14) FJA. 

如 果 M 非 紧 , 我 们 可 用 [6] 在 Br( Po) c M 上 解 边 值 问题 , 得 到 一 个 调和 了 映 
H fir: Br(Po) > N, EIRMEF fe HE OBr(Po) 上 fer = fe AT r(fir,f) Œ 
Br(Po) PRIIMKA, 在 9BR(Pi) 上 是 常数 我 们 知道 对 一 个 紧 子 集 KOM, 
fi.R(K) BEN 的 紧 子 集中 (不 依赖 于 R). 根据 第 九 章 第 8 节 存 在 同 伦 于 f 的 
调和 映照 fio HWE Elfi) < Elfo = E(f) 也 得 到 矛盾 . 这 样 , 对 t € (0,1), 
fe 是 调和 映照 . 我 们 证 明了 下 列 定 理 . 

定理 1 假定 M 是 完备 的 且 具 有 有 限 体 积 ，N 是 完备 的 具 严 格 负 截 面 曲 
率 . 设 ff:1M 一 N 是 一 个 有 限 能 量 的 调和 映照 . 那么 , 在 同 伦 于 f 的 映照 类 中 
没有 其 他 的 具有 限 能 量 的 调和 映照 , 除非 f(M) 包含 在 N 的 一 条 测 地 线 上 . 
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定理 2 REM 是 完备 的 且 具 有 有 限 体 积 ，N 是 完备 的 具有 非 正 截面 曲 
率 . 如 果 fig: MON 是 具有 限 能 量 的 同 伦 调和 映照 , 那么 , 存在 一 个 光滑 的 
单 参 数 映照 族 fp: MON, 它 对 每 个 ttE 了 是 调和 的 且 fo = f AA fi=g. 
进而 , 对 每 一 pe M, 曲线 {fi(7) : t CR} 是 常 速 参数 化 的 测 地 线 . HA, 被 
(p, t) > fi(p) 给 定 的 映照 M x 民 一 和 N 关于 腾 积 度量 MXR 是 调和 的 . 进而 ， 
p> fa (&) 是 N 的 切 从 的 拉 回 从 PTN 关于 拉 回 联络 的 平行 截面 

推论 2 在 定理 2 的 假定 下 , M 存在 一 个 调和 LER. 


WEAR 设 w, wn 是 六 的 单位 正 交 基 , HR w Ef (2 . | 的 对 偶 形 式 .w 
的 局 部 表示 为 对 pe M, 


= 》 ai(p)wi(f(p)) 
i=l 
设 01, 0m 是 M 的 单位 正 交 标 架 , 定义 


m m. 
da; + ` ajf wji = ` Qia ba 
a=1 


j=l 
Me 2 得 到 对 l<ic<n,l<a<mA ag =0. Br 是 形式 w 的 拉 回 . 那 
A, A, 我 们 有 T = Di a Ai fia? CQ 一 _ baba. 现在 ， 


bag = = 2 aig fia 十 2 ai fiag = = 2 QifiBa = 一 bga 
> baa = 2 Qia fia 十 2 Qi fiaa = = 0, 


这 里 , 我 们 用 到 了 (5) 和 (8). 从 而 r 是 一 个 调和 形式 . 口 


附注 URR f: M 一 NN 的 像 包 含 N 的 一 个 开 子 集 , 那么 , 取 了 在 
中 的 正则 值 , 我 们 看 到 t 不 是 处 处 为 零 . 

如 果 M AN 是 紧 的 , 对 同 伦 调 和 上 映照 空间 有 下 列 结构 . 

定理 3 设 f 是 给 定 的 从 紧 流 形 M 到 WE ty) Se A wr aA AE cE Ay eo th AE 9 Vi 
Æ N 的 调和 映照 . 那么 , 同 伦 于 f 的 调和 映照 空间 可 等 价 于 N 中 的 紧 致 全 测 地 
浸入 子 流 形 . SEE, 存在 一 个 非 正 截面 曲率 的 紧 流 形 No FRR F: MON 
使 对 每 一 PE N, Flan, 是 到 NN 中 全 测 地 子 流 形 的 等 距 浸入 , 并 使 


{Fl uxt} :te No} 
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是 同 伦 于 f 的 调和 映照 空间 . 
VL 下 是 定理 3 的 直接 推论 . 


推论 3 在 定理 3 A 11(N) 没有 非 循环 交换 子 群 . 如 果 f(T (M)) 
AMRF LH, 那么 ，f 是 它 所 在 的 同 伦 类 中 唯一 的 调和 映照 . 


en No 包含 一 个 圆周 , 它 的 像 y 在 zi(N) 中 是 非 平凡 的 . 
假设 意味 着 存在 cs f.(mi(M)) 使 得 7 和 o 生成 秩 为 2 的 交换 子 群 . 这 与 假设 
Aja. 因而 得 到 推论 . 


(定理 3 AY) 证 明 it No 是 同 伦 于 f 的 调和 映照 空间 . 我 们 首先 说 明 No 
HERAT ABA N 的 全 测 地 子 流 形 的 结构 . 固定 一 点 po € M, 以 及 g € No. 
U(g) = {h € No: 对 所 有 pe M, dist(g(p), h(p)) < £o}, 这 里 es>0 是 的 单一 
半径 . 从 本 节 的 讨论 很 清楚 知道 U (g) 在 Co 拓扑 下 同 胚 于 Olg) = {h(po): he 
U(g)}. 我 们 来 证 明 Olg) 是 N 的 全 测 地 子 流 形 . 事实 上 , 定理 2 蕴涵 着 Olg) 
征 通 过 g(po) 测 地 线 的 并 . 设 L(g) C Ty p,)N 是 g(po) 点 切 于 那些 测 地 线 的 切 
四 量 的 所 有 倍数 的 集合 . DOR, 我 们 有 


O(g) = {exPgip) t : t € [0, e0), v € L(g)\{O}}. 


我 们 断言 L(g) 是 Too 的 线性 子 空间 . 为 此 , 我 们 首先 注意 到 L(g) 是 闭 的 ， 
这 是 由 于 给 定 {vi} C L(g), vi 一 v ET g(po) NV 我 们 有 调和 映照 h; € U(g) 且 


hi (po) 一 expyg(po) (€0/2)(vi/1vi|). 


现在 E(hi) = E(f) 是 一 致 有 界 的 , 所 以 [5] 中 的 估计 意味 着 {hi} 是 Cee 等 度 连 
BE. 所 以 ，h; 一 h, 一 个 调和 映照 且 hpo) = expy(p。) ($) (2). 这 说 明 L(g) 
是 闭 的 . 为 了 证 明 L(g) 是 一 个 线性 子 空间 , 我 们 只 要 注意 到 如 果 v, vo © L(g) 
H (v1,v2) > 0, ABA vi + vo 是 连接 g(po) D) y 上 点 测 地 线 的 切 向 量 的 极限 , 而 
* 是 连接 expyo) t (127) 到 expyoot (22) 的 最 短 测 地 线 , 并 由 于 它 连 接 Olg) 
中 的 两 个 点 而 包含 在 Ol) P. 因为 N 是 实 解析 的 , 当 ve L(g) It, —v © L(g), 
这 说 明 L(g) 是 一 个 线性 子 空间 , 我 们 因而 得 到 


O(g) = {expy(po) Y : V E L(g), |u| < Eo} 


Æ N 的 子 流 形 . FFA, Olg) 是 的 凸 子 集 而 为 全 测 地 子 流 形 . 这 样 , 我 们 已 经 
HERH SK h — h(po) 给 出 的 NM 一 N 是 No 到 的 全 测 地 子 流 形 的 浸入 . 我 们 
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以 这 个 浸入 赋 于 No 诱导 度量 并 注意 到 对 所 有 he Ny 有 Elh) = E(f) TE Ne 
EKA. 因而 ，No 是 非 正 截面 曲率 的 紧 流 形 , 我 们 定义 映照 


F:Mx No >NW F(p,h) = A(p). 


如 生 我 们 能 证 明 Flin 是 到 的 全 测 地 子 流 形 的 等 距 浸 入 ， 定 理 就 完成 
T. 这 可 从 dist(hi(p), h2(p)) 一 dist (hi (po), hz(po)) 对 所 有 p < M 成 立 ， HIRS 
hi, ho 充分 接近 来 得 到 . 这 就 完成 了 定理 3 的 证 明 . 口 


附注 UWR N 没有 实 解析 的 假定 , 定理 3 不 再 严格 成 立 . 对 只 有 C” WN, 
上 面 的 证 明说 明 同 伦 调和 映照 的 空间 No 是 N 的 一 个 连通 的 全 测 地 子 流 形 , 它 
的 边界 为 ANo. 这 里 ON, 不 一 定 是 光滑 的 , 但 是 为 N 的 一 个 Lipschitz 子 流 形 . 


现在 我 们 来 研究 能 保证 单 参数 调和 映照 族 诱导 N 上 一 个 平行 向 量 场 的 条 
件 . 


定理 4 假定 M, N 是 实 解析 的 Riemann 流 形 . BE m >n AA 六 :NM 一 
N 喜 洒 流 形 间 的 调和 映照 ，N 有 非 正 截 曲率 . 假定 N 的 基本 上 同调 类 在 映照 
f 下 拉 回 到 M 是 非 零 的 ， 还 假定 诱导 映照 人 : ™(M) 一 m(N) EHA. 
g: MON REET 了 的 调和 映照 RF: MxRoON 是 定理 2 中 的 调和 映 


dFipo) (5 ) = VEO): 


证 明 定理 2 RAF po) (2) 是 拉 回 切 从 FTN) 的 平行 截面 . 我 们 考 
虑 将 F 提升 到 通用 覆盖 流 形 六 : M Ñ. 设 ge N 是 让 的 一 个 正则 点 , A 
pe fla). 我 们 的 假定 蕴涵 着 f 是 满 映 照 , 故 存在 p 在 M PRRI U, 它 
被 映照 到 q 在 中 的 邻 域 O. 对 任何 ge O, 定义 VA) = dFip.o) (2), 这 里 
5 EUNf-1(g). VD 的 值 不 依赖 于 5 的 选取 , 因为 Un fia 能 被 取 成 一 个 
连通 的 m n 维 的 流 形 , IFA dFlyo) (2) 是 线性 空间 f(T) 的 平行 截面 
此 . V 是 O 中 的 平行 向 量 场 , WEM v 出 发 的 射线 用 平行 移动 将 它 扩充 成 整 
个 N 上 的 向 量 场 . 因为 V 在 O 上 是 平行 的 , N 是 实 解析 的 , i V EN E 
十 平行 的 .如 果 我 们 将 V 看 成 FN) 的 一 个 截面 . 那么 , 我 们 看 到 在 E 
V = dF. o) (2); 由 于 f 是 实 解析 的 ( 见 Morrey 的 书 10), 我 们 就 在 M 的 所 有 
点 有 站 = dF.) (2). 

我 们 现在 来 证 明 Y 投影 到 N 得 到 一 个 向 量 场 V. 设 r: NON 是 投影 
Me iz ge N, 并 取 Ger (a). Ky N 中 的 闭 曲 线 满足 y(0) = y1) =q. 在 


250 ， 第 十 一 章 调和 了 映照 的 模 空间 , 紧 群 作用 和 非 正 曲率 流 形 的 拓扑 


q = 7(0) 附近 局 部 地 定义 V 为 V = dr(Y). 用 小 邻 域 覆 盖 7 我们 得 到 沿 曲 线 
> 的 向 量 场 V 的 定义 . 我 们 必须 证 明 V(y(1)) = V(7(0)). 选取 一 点 pe fa). 
it p c M 是 5 的 投影 . 从 上 面 讨论 我 们 已 经 知道 dfg (2) = Va), 从 而 
有 dFlp,o) (&) =V(Y(0)). 由 于 fs: (M) 一 m(N) 是 满 映 照 , 存在 M 中 的 
一 条 曲线 a, 使 a(0) = a(1) = p 以 及 f(a) = 7. WE, dF) (Z) 以 及 
V(f(a(s))) 都 是 沿 a 的 f*(TN) 的 平行 截面 , 它们 在 s= 0 相等 , 所 以 , RITA 
V (f(a(1))) = Vy) = dFo,0) (2) =V(7(0)). 这 就 完成 了 定理 4 ER. O 


推论 4 在 定理 4 的 假定 下 得 到 如 果 f, g 是 同 伦 调和 映照 , MA, g=a0f, 
这 里 o 是 被 平行 向 量 场 生 成 的 等 距 (交换 ) 群 的 元 素 . 这 时 , 同 伦 于 f 的 调和 映 
照 室 间 被 上 述 的 群 所 参数 化 , 它 的 维 数 等 于 mN) 中 心 的 秩 数 . 


83. 调和 了 映照 和 完备 流 形 


在 这 一 节 , 我 们 将 Riemann 流 形 间 调和 映照 的 标准 存在 定理 以 下 列 方式 推 
AAR A TUE TATE. 


定理 5 设 和 N 是 具有 非 正 截面 曲率 的 完备 Riemann AY. 设 M 是 任意 
Riemann 流 形 . 设 /是 从 M 到 NN 的 光滑 映照 ,使 对 M 的 菜 紧 子 集 0，fim\a 
同 伦 于 常 值 映 照 且 对 M 的 某 一 紧 致 的 上 维 链 a, fra 在 Hi(N,N\C) 中 不 同 
ATE, 这 里 C 是 N 中 的 某 紧 子 集 . MA, f 同 伦 于 具有 限 能 量 的 调和 映照 . 


证 明 证 明和 [11] 中 给 出 的 几乎 相同 . 只 有 两 处 需 修改 . Hamilton 关于 
Dirichlet 边 值 问题 的 定理 [6] 能 被 推广 为 N 为 非 紧 的 情形 . 这 在 第 九 革 第 8 市 
中 已 经 做 了 . 在 [11| 中 , 我 们 找到 了 从 M 到 NN 的 调和 映照 序列 . 我 们 证 明了 
这 个 序列 的 等 度 连续 性 . 假设 中 同调 类 的 存在 性 保证 了 这 个 序列 事实 上 是 收 人 钱 
的 . 口 

附注 ”如 果 我 们 在 xi(M) 中 能 找到 一 个 元 素 a, 使 fala) 在 mn(N,N\C) 中 
是 非 平凡 的 , 这 里 C 是 NN 的 某 一 紧 子 集 , 那么 , 定理 5 还 是 成 立 . 从 本 附注 , 可 
将 [11] 中 的 定理 推广 为 N 非 紧 但 满足 适当 假定 时 的 情形 . 

我 们 在 这 里 指出 [8] 中 的 平坦 环 面 定理 的 下 列 推 广 . 

定理 设 M 是 具 非 正 曲 率 的 完备 的 Riemann AG. 设 A 是 ni(M) 的 一 
个 交换 子 群 , 使 对 某 a € 4 以 及 M 中 的 某 紧 子 集 C，a 在 mm MANC) 中 不 
是 平凡 的 . 那么 , 在 M 中 存在 一 个 天 维 的 全 测 地 平 环 , 使 它 的 基本 和 群 包含 4 作 
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为 有 限 指 标的 子 群 . 
WEAR 这 容易 从 上 述 定理 以 及 82 的 唯一 性 定理 得 到 . 口 


84. 光滑 作用 于 流 形 的 紧 群 


iw M 是 具有 有 限 体 积 的 完备 Riemann 流 形 . 设 G 是 M 上 的 等 距 群 . 设 
N 是 非 正 曲率 的 完备 Riemann 流 形 . 设 A(N) 是 N 上 的 仿 射 变换 群 . 那么 , 用 
直接 计算 可 知道 如 果 f 是 从 M 到 NN 的 调和 映照 是 9 是 AN) 的 一 个 元 素 , 那 
A, gof Æ. 我 们 用 82 节 的 唯一 性 定理 来 研究 GEM 上 作用 的 性 态 . 
我 们 从 下 列 定理 开始 . 


定理 6 假定 存在 从 M 到 NN 的 光滑 映照 f, 使 在 M 的 一 个 紧 子 集 外 同 伦 
于 常 值 映 照 . 假定 对 某 同 调 类 a © Hi(M,Z),， f(a) 在 HN, N\C 中 不 同调 
于 零 , 其 中 C 是 N 中 的 紧 集 . 假定 对 每 个 作用 于 M 的 ge G, 存在 一 个 映照 
gE AIN), 使 fog 自由 同 伦 于 Jof. (我 们 没有 假定 5 是 唯一 的 或 非 平 凡 的 . ) 
那么 , 如 果 NANE, 存在 (光滑 ) 同 伦 于 f HARB h, 使 或 者 hM) 是 
圆周 , 或 对 所 有 GEG, hog= Goh. 


证 明 根据 定理 5 我 们 知道 同 伦 于 某 调和 映照 , 称 为 h 还 要 证 明 最 后 
的 方程 . 对 任何 g cG, 映照 hog 显然 是 调和 的 . 因为 hog 自由 同 伦 于 5 oh 
在 §2 中 的 定理 1 说 明 或 者 hM) 是 圆周 或 者 hog = 5 oh E 


推论 5 设 M 是 具有 限 体积 的 完备 流 形 ,假定 存在 从 M 到 完备 负 曲 率 
流 形 N 的 光滑 映照 f, 在 紧 集 外 它 同 伦 于 常 值 映 照 . 还 假定 对 某 同 调 类 ae 
Ay (M,Z), f(a) Æ Hi(N,N\C) 不 同调 于 零 , 这 里 C 是 N 中 的 紧 集 ， 那么 ， 
dimG < 3(dimM — k)(dimM — k +1). 


证 明 只 要 将 G 限于 它 的 单位 元 分 支 . 这 时 , 每 个 元 ge G 同 伦 于 单位 元 ， 
并 且 对 所 有 9 e G，f og 同 伦 于 f. 所 以 , 存在 从 M 到 N 的 调和 映照 h, 使 得 
或 者 h(M) 是 圆周 , 或 对 所 有 ge G A hog=h. 由 于 hM) 是 圆周 的 情形 的 
讨论 和 后 者 相同 , 我 们 假定 hM) 不 是 圆周 . 同调 类 a 的 存在 性 显然 意味 着 对 
E pEM, h 在 T,(M) 上 的 秩 至 少 是 K. 所 以 , 对 某 开 集 U, h, 的 秩 至 少 
fe k. 但 由 于 主 轨 道 是 稠密 的 ( 见 [3]), 存在 一 点 ge U, 使 轨道 G(q) 是 主 轨道 . 
对 所 有 g EG 方程 hog =h wH G(q) 是 纤维 hH 的 子 集 并 且 有 不 大 于 
dim —k 的 维 数 . 由 于 G 在 它 主 轨道 上 作用 是 有 效 的 , 关于 dimG 的 估计 就 可 
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立即 得 到 . 口 


定理 7 RN 是 具有 非 正 曲率 的 完备 的 实 解 析 流 形 . 设 M Æ kA (k > 1) 
实 解析 的 且 有 紧 群 实 解析 地 作用 的 完备 定向 流 形 . 假定 对 从 M 到 N 的 光滑 映 
R f, 对 所 有 gEG,fog 自由 同 伦 于 f. BREN 中 存在 一 个 闭 的 一 形式 w, 
使 w 在 任何 紧 致 类 一 维 整 链 上 的 积分 是 整数 并 且 fM] 是 非 零 整数 m. 如 果 在 
mM) 中 存在 一 个 元 素 a 使 f(a) Æ m(N,N\C) 中 是 非 平凡 的 , 这 里 CC 是 N 
的 一 个 紧 集 , 那么 , 存在 一 个 同 伦 于 /的 实 解析 映照 h, 具有 下 列 性 质 : 
1 #G={9€Glhog=h} ARKEA ZE m 的 阶 数 . 并 且 ，G 的 每 个 元 
素 保持 M 的 定向 . 
2 对 任何 pe M Ep 点 的 迷 向 子 群 是 有 限 的 . 
3 G(p) E h FHRA RE l 维 全 测 地 平坦 子 流 形 的 并 , 这 里 4 不 大 于 Ai(M) 
的 极 大 交换 子 群 的 秩 或 M 的 第 一 Betti 数 . 
4 G 的 连通 分 支 是 维 数 <L 的 环 面 . 
当 N 的 曲率 为 负 或 m1(N) 没有 非 平凡 交换 子 群 或 当 M 的 第 一 Betti 数 是 
RN, 群 {g : hog Fh 等 于 G. 


证 明 由 于 G 实 解 析 地 作用 于 M, 我 们 能 赋 于 M 的 实 解 析 度 量 , 使 G 等 
距 地 作用 于 具 某 实 解析 Riemann 度量 的 M. 根据 定理 5, 我 们 能 找到 从 M 到 
N 的 同 伦 于 f 的 调和 映照 h. 由 于 M 和 N 都 是 实 解析 的 ，Morrey 的 一 个 定 
理 [10| 说 明光 滑 映 照 事 实 上 是 实 解 析 的 . 根据 实 解 析 的 几何 中 的 着 名 定理 [9]， 
我 们 知道 M Al N BRB = FARIA, 并 使 h(M) 是 N 中 的 单纯 子 复 形 . 

关于 这 个 h, 我 们 可 定义 G. 我 们 必须 证 明 G 是 有 限 的 并 且 阶 数 不 超 过 m. 
事实 上 , 假定 f*(w)[M] = h*(w)[M] 40 意味 着 h(M) 是 一 个 一 维 单纯 复合 形 . 
进而 , 对 h(M) 某 开 的 稠密 集中 的 点 r, hia) 是 有 限 的 , HA h Æ A l(c) 每 
点 的 微分 有 秩 数 有 . 方程 hog =h 说 明 如 果 g € G, YHE g [AE Ao (x) 中 的 一 
点 . g 必须 固定 那 一 点 切 空 间 的 一 组 单位 正 交 基 . 这 仅 当 9 是 单位 元 并 且 G A 
由 地 作用 于 hil), ce U 时 才 是 可 能 的 . 

设 了 是 A(M) 的 (k 一 1)- 维 骨架 (在 N 中 的 ) 管状 邻 域 . ABA, A & 一 形式 
s RAF T EITEK. 所 以 , 用 减 去 N PRESEA, 我 们 可 假定 w 在 
h(M) 的 (k 一 1)- 维 骨架 的 管状 邻 域 中 为 零 . 对 FM) 的 每 个 k- 维 复 形 S, 我 
们 能 取 一 个 光滑 的 一 形式 ws, 它 的 紧 支 集 在 5S WIE Vs 中 , 使 Us CU, 
Ah (Us) 的 分 支 数 等 于 h-1(z),， 2 € Us 中 点 数 ，h|j -i(vs) EA MERAH 
ws[S|=1. 


Or 


§4.， 光 滑 作 用 于 流 形 的 紧 群 . 253 . 


AA, 财 k 一 形式 w, 限制 于 h(M), 同调 于 Yo Qasws, 其 中 as 是 实数 而 5 
Hew h(M) 中 所 有 一 维 单 形 . 现在 ，[h(M)] 能 写 为 - 维 链 01,… CC, 的 和 , 其 
中 C; 的 支 集 和 C; 的 支 集 的 交 是 维 数 < k-1 的 复 形 , 每 个 k- 单 形 恰 在 一 个 C 
中 出 现 并 且 任 何 C; 的 真子 复 形 不 可 能 构成 一 个 链 . 如 有 必要 将 5 ABR _5, 我 
们 可 假定 ws[Cj = 1, WR S e Ci. 然后 考虑 闭 形式 Di (Coco. as)ws,, 其 中 
Si 是 随机 上 邮 取 自 Ci 的 K 一 单 形 . 对 每 个 Ci, w[C;] = Dia sec, as )ws, IC; | = 
> (Esec, as)ws|Cj] = 2 sec as， 由 于 C; 是 整 链 , 关于 w 的 假定 说 明 
2 sec as 古 一 个 整数 ， 

现在 考虑 f*w[M]. 它 等 于 


mwlM]= 5 (> ash*ws )[M]. 
?一 SEC; 
我 们 断言 h*ws[M] = h*ws[M], 只 要 S 和 5 都 属于 相同 的 C. 事实 上 i T(C;) 
为 Ci 的 一 个 单 形 的 管状 邻 域 , 使 Hk(T(Ci)) W Hi(Ci;) 所 生成 . 由 于 C; 的 任何 
真子 复 形 都 不 构成 一 个 链 ， HeC) 是 一 个 链 . 如 果 我 们 将 ws 和 we 都 延 拓 为 
T(Ci) 中 光 靖 的 有 形式, 它们 在 Ci 的 (k 一 1)- 维 骨架 的 一 个 邻 域 中 为 零 , 那么 
ws 和 ws 在 Hr(T(Ci)) 的 生成 元 上 有 相同 的 值 , 根据 de Rham 定理 ws -ws 在 
Ci 的 一 个 邻 域 中 是 正 合 形式 . MA, hws M] = h*ws[M]. 

”所 以 , 我 位 有 m = jirwfMl = (so as)h*ws,[M]. 为 证 明 G 的 
阶 数 能 整除 mm， 只 要 证 明 它 整除 h*ws;|M]. 回顾 {ws 的 支 集 } c Us, 这 里 
h (Us;) =U, O;, 使 hlo, 是 一 个 秩 为 k 的 微分 同 胚 . 所 以 h*ws, |M] 能 按 下 列 
方式 计算 . 固定 N 中 的 一 个 点 z, 使 ws, 40. ABA, 如 果 {zx1,… ,zo} 是 hh-1(z) 
中 的 点 集 并 且 dV 是 M 的 体积 形式 ，h*ws [M] = 2 ,1 signlh*ws, (x;)/dV], 其 
中 sign(a) = +1 WÈ a > 0, X -1 Wa <0. 

设 G 是 G 的 子 群 ， 它 保持 M 的 定向 . 那么 ,或 者 G = G 或 者 G 在 G 中指 
标 为 2 我 们 断言 后 者 不 可 能 发 生 . 事实 上 , 设 ge G\ G 以 及 {9,9g gg, 
“… ,99p} 是 G 中 所 有 元 素 的 集合 且 对 1<i<p 有 geG. 那么 ,对 1<i< 
P, gidV = dV, (ggi)*dV = —dV. Xf g c G FFB hog = h 说 明 sign[h*ws, (9; 
(x))/dV] = sign[h.ws, (2)/dV] FFA“ h Æ x 的 秩 为 天时 sign[h* ws, (g9;(xz))/dV] 
= —sign [h*ws,(r)/dV]. 由 于 G 自由 地 作用 在 hi) 上 , 从 上 述 两 个 方程 和 关 
于 h*ws, [M] 的 公式 显然 对 所 有 i 有 h*wg, [M] = 0. 特别 地 ，h*w[M] = 0, 这 得 
BUA. 所 以 G 由 保持 定向 的 等 距 所 组 成 . 上 述 证 明 也 说 明 G 的 阶 对 所 有 i 整 
BR h*ws,[M]. 这 就 完成 了 (1) 的 证 明 . 
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为 证 明 (2), 我 们 注意 到 如 果 g 是 G 中 元 素 的 单 参数 族 满足 hogi(p) = h(p). 
那么 , 由 于 hog 是 自由 同 伦 于 hh, 定理 2 的 证 明说 明 事 实 上 hog =h. AWG 
EARKI, g 必 是 平凡 族 . 

为 证 明 其 余 的 结论 , 我 们 看 到 如 果 X Æ M 上 的 Killing 向 量 场 , ABA, hX 
是 PTN 的 一 个 平行 截面 . 从 定理 3 的 证 明 , 对 每 点 x e M, 存在 通过 h(x) 的 
N 的 全 测 地 子 流 形 , 它 对 应 于 同 伦 于 h 的 调和 映照 空间 . 我 们 能 找到 ATN 的 
平行 截面 v1 ,… ,vx, 使 havi, have 构成 全 测 地 子 流 形 在 h(x) 的 基 . 固定 使 
h, 是 单 映照 的 点 r. 由 于 X 生成 单 参 数 等 距 族 g, 它 也 生成 单 参数 调和 映照 族 
hog, X 定义 了 WIN 的 一 个 截面 , 并 在 r 的 一 个 邻 域 中 可 写成 ON, cui, 其 
中 ci; 是 光滑 函数 . 令 n 是 对 偶 于 ww 的 形式 的 拉 回 . ABA, 由 于 定理 2 的 推论 2, 
Tn 是 调和 的 因而 (X) 是 常数 ( 见 [13]. 这 说 明生 在 M 的 一 个 开 集 中 是 h*TN 
的 平行 截面 . 唯一 延 拓 性 就 说 明 X 处 处 是 平行 的 . 

如 果 Y 是 M 上 的 其 他 Kiling 向 量 场 , 那么 ,Vp_xhxY = 0 M Vr, yh X = 
0. 所 以 ，h.[ 义 ,了 Y] = 0. 断言 (2) 说 明 [X,Y] = 0. FA, G, G 的 连通 分 支 , 是 
可 交换 的 . 因为 ho g(p) = h(p) 意味 着 对 ge Go A hog=h, h(G°(p)) 是 环 面 
G9/GUG? 一 个 车 和 人 的 映像 . 显然 , 全 测 地 平坦 的 维 数 不 超过 xi(N) 的 极 大 可 换 
子 群 的 秩 数 . 它 也 不 超过 b(M), 因为 每 个 Kiling 回 量 场 定 义 了 生成 M 上 调 
和 1 一 形式 的 h*TN 的 平行 截面 . Oo 


推论 6 A N HAGA AY ZY STH Riemann AG. 设 M 
是 一 维 紧 致 定向 的 实 解 流 形 , CAT H*(N,Z) 中 整 系数 上 同调 类 w, PHE 
从 M 到 NN 的 光滑 映照 f 使 ftw[M] = 1. 假定 mi(V) 没有 非 平凡 交换 子 群 或 
M 的 第 一 Betti LAR. MA, 任何 实 解析 地 作用 于 M 的 紧 群 G 是 有 限 的 . 并 
H, A G 到 Ai(MM) 的 外 自 同 构 群 的 自然 同 态 是 单 映 照 . FKL, fa 和 上 述 到 
ri(M) 的 外 自 同 构 群 映照 的 合成 也 是 单 映照 


证 明 设 G 是 G 的 子 群 使 foo 自由 同 伦 于 f. ABA, 定理 7 说 明 G 是 平 
凡 的 . 由 于 N 是 K(7,1), fog 是 自由 同 伦 于 了 的 条 件 是 关于 g 在 M 的 基本 
群 作用 与 同 态 f : mn (M) 一 m(N) 合成 的 条 件 . PARTE A HA 
te. 口 

当 从 M 到 六 的 映照 为 单 映 照 时 , 我 们 能 得 到 多 一 点 的 结果 . 

定理 8 设 M 和 NN 是 两 个 紧 致 定向 相同 维 数 的 流 形 . 假定 N 具有 非 正 曲 
率 并 有 一 个 从 M 到 NN 的 映照 使 FIN] 二 mlM] 关 0 以 及 ferı(M) = m (N). & 
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G 是 光滑 作用 于 M 上 的 紧 群 . 设 G 是 由 使 fog 自由 同 伦 于 f 的 元 素 geG 组 
成 的 子 群 . 设 AN) 是 由 平行 向 量 场 生成 的 A(N) 的 单位 元 分 支 的 子 群 . 假定 
对 每 个 9 EG, 存在 一 个 (不 一 定 唯一 或 非 平凡 ) 元 素 je A(N) 使 得 fog 自由 
同 伦 于 gof. 那么 , 存在 一 个 光滑 映照 h: MON 和 一 个 同 态 y:G— A(N), 
使 得 
1 对 所 有 ge G, 有 fog= YQ) of. 
2 y 的 核 (= Ker(y)) 是 一 个 阶 数 能 整除 m 的 有 限 群 . 
3 G=y7 '(A(N)) 并 且 G/Ker 是 同 构 于 p 维 环 面 AN) 的 一 个 子 群 , 其 中 
p=m™(N) 的 中 心 的 秩 数 . 
4 群 G 在 MM 任何 点 的 迷 向 子 群 是 Ker(7) 一 个 子 群 的 有 限 交 换 延 拓 . 
5 (G) Æ M 任何 点 的 迷 向 子 群 是 有 限 的 . 进而 , 如 果 素 数 姜 是 能 整除 y(G) 
在 一 点 x 迷 向 子 群 的 阶 数 , ABA, p 也 能 整除 m 或 整除 G 在 ho} (x) 的 相 
同 点 的 迷 向 群 的 阶 数 . 特别 地 ， 如 果 m = 二 1 并 且 G 自由 作用 于 M, y(G) 
就 自由 作用 于 NN. 
6 群 G/G 是 有 限 群 并 且 有 一 个 借助 于 fe 的 到 m(N) 外 自 同 构 群 的 忠实 表 
WT. 
7 WORN 是 平坦 流 形 , 那么 AN) 的 秩 也 等 于 N 的 第 一 Betti K. 


证 明 (1) 因为 在 定理 中 我 们 能 假定 f 同 伦 于 一 个 调和 映照 h. 根据 假定 ， 
对 每 个 g € G, 存在 一 个 元 素 5 e A(N), fF hog 是 自由 同 伦 于 boh. 根据 82 
的 定理 4, 我 们 知道 , 存在 AIN) 中 的 一 个 元 素 g, 使 hog = (g'o5)oh. 由 于 
h*[N] 关 0, h 是 满 的 并 且 g'o5 被 上 述 方 程 唯一 地 定义 . 那么 , 显然 y 是 所 要 求 
的 群 同 态 . 

(2) y 的 核 是 使 hog=h 成 立 的 元 素 ge G 组 成 的 G 的 子 群 . 能 用 定理 7 
中 相同 的 论证 得 到 所 要 的 结论 . 

(3) WR ge G, 那么 , h Mhog 是 自由 同 伦 . 定理 4 说 明 存在 唯一 确定 的 
7(9) € A(N), 使 hog = (g)oh. RZ, WÈ y(g) € AN), y(g) 自由 同 伦 于 恒 
等 元 , 从 而 hog 是 自由 同 伦 于 h. dimA(N) 等 于 my (N) 的 中 心 的 秩 数 的 事实 
在 Lawson-Yau 一 文中 [8] FY JL. 

(4) 由 于 A(N) 局 部 自由 地 作用 于 N, 使 A(N) 的 迷 向 群 是 有 限 交 换 子 群 . 
结论 由 此 可 得 . 

(5) 第 一 个 结论 从 y(G) 的 连通 分 支局 部 自由 作用 的 事实 可 得 . 为 证 明 第 二 
个 结论 , 设 F Æ yG) 素数 阶 p 的 固定 一 点 re N 循环 子 群 . 那么 , 我 们 能 在 
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HF) 中 找到 阶 数 p HITRE F. 设 fe F 是 一 个 生成 元 . 那么 , 或 者 f 固定 
h(x) 中 的 一 点 , RE F Œ h(x) 中 日 由 作用 . 我 们 的 结论 从 定理 的 讨论 容 
易 得 到 . 


(6) 这 从 N 是 K(x,1) 的 事实 得 到 , 使 hog 和 间 同 伦 的 存在 性 仪 依赖 于 
它们 在 基本 群 上 的 作用 . 

(7) 这 是 因为 对 非 负 Ricci 曲率 的 紧 流 形 ，Bochner 方法 ( 见 [2]) 说 明 调 和 
问 量 场 是 平行 的 . o 


在 上 面 定理 中 , 我 们 假定 对 每 个 ge G, 存在 G € AN), E fog 目 由 同 伦 
于 5of. 由 此 看 来 , 自然 要 问 下 列 问 题 . 


问题 设 N 是 非 正 曲率 的 紧 流 形 . G 是 zi(N) 的 外 自 同 构 群 的 有 限 子 群 
那么 , 能 否 在 N 上 找到 非 正 的 榴 曲 度量 使 G N 的 等 距 群 的 某 有 限 子 群 的 作 
用 所 诱导 ? 


能 回答 上 述 问 题 的 某 些 特殊 情形 . 下 列 是 Mastow 刚性 定理 的 平 几 推 论 . 


定理 9 RN 是 非 正 曲率 的 紧 局 部 对 称 空间 . 假定 N 没有 闭 的 1 维 或 2 
维 全 测 地 子 空间 作为 局 部 直 积 . 那么 ，N 的 外 自 同 构 群 是 有 限 的 并 且 被 N 的 等 
距 群 所 诱导 


当 N 有 零 曲率 时 , 我 们 能 证 明 下 列 定理 


定理 10 3 N 是 紧 致 平坦 Riemann AY. KRG 是 m(N) 外 自 同 构 群 的 
任何 有 限 子 群 . MA, GR N 上 某 平坦 的 等 距 群 的 一 个 子 群 所 诱导 . 


证 明 如 果 g CG, 那么 , HFN 是 K(r,1), 我 们 能 用 N 的 一 个 同 伦 等 价 
实现 g. 根据 给 定 同 伦 类 中 调和 映照 的 存在 性 , 我 们 能 假定 g 被 从 NN BN 的 某 
调和 映照 9 所 诱导 . 

因为 N 是 平坦 的 ,从 Y 到 的 仅 有 的 调和 映照 是 线性 的 . (曲率 条 件 蕴 涵 
者 能 量 密 度 在 N 上 是 次 调和 的 . N WAAR ee SS be. 所 
以 . 能 量 密度 的 Laplacian EF, 这 就 说 明 调 和 映照 是 全 测 地 的 . ) 如 果 我 们 将 
9 提升 为 从 欧 氏 空间 R” 到 目 身 的 一 个 映照 , ABA, 对 x ER”, G(x) = Agr + Ba, 
其 中 A, 是 常数 可 逆 距 阵 而 B, EAE. 显然 , 集合 {4g € G} 构成 GL(n,R) 
的 一 个 有 限 子 群 . 所 以 , TRE ESE Oln, R) c GL(n,R) 的 一 个 有 限 子 群 . 
换言之 , 我 们 可 取 N 上 的 一 个 平坦 度量 , EEE 4。 正 交 地 作用 于 N. 
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以 这 样 选取 的 度量 , 我 们 能 将 每 个 元 素 g e G 以 下 列 方式 联系 于 N EERE 
的 元 素 9. 设 By 是 被 N 的 平行 向 量 张 成 的 线性 空间 正 交 补 中 B, 的 分 量 . 屠 
A, 对 ze R" 定义 了 = Aye + By. 由 于 平行 向 量 场 平 凡 地 作用 于 m(N), å Ù 
导 了 和 5 相同 的 在 (IN) 上 的 作用 . 进而 , 根据 调和 映照 的 唯一 性 定理 , 我 们 知 
道 ;被 g 唯一 地 所 确定 , 并 且 {9 | g c G} 全 体 构成 N 的 等 距 群 (关于 新 的 平坦 
度量 ) 的 一 个 子 群 . 这 就 完成 了 定理 的 证 明 


作为 上 面 最 后 两 个 定理 的 推论 , 我 们 推导 下 列 对 有 限 群 作用 的 应 用 . 


定理 11 设 M 是 一 个 具有 有 限 群 有 效 光 滑 作 用 的 紧 流 形 . 假定 存在 从 M 
到 紧 局 部 对 称 空间 N 的 度数 为 1 的 映照 , 其 中 N 具有 非 正 曲率 且 不 容 有 闭 1 
维 或 2 维 的 全 测 地 子 空间 局 部 直 积 因子 . 那么 ，G 有 到 N 的 等 距 群 的 忠实 表 
示 . 进而 ，G 的 作用 与 某 度 数 为 1 的 从 M 到 六 的 映照 可 换 , 使 G 自由 地 作用 
于 M 的 充 要 条 件 是 G 自由 地 作用 于 N. 


附注 在 这 种 情形 N 不 可 能 有 一 个 平行 向 量 场 , 以 致 我 们 不 要 求 基本 群 的 
满 射 性 . 


定理 12 KM 是 一 个 具有 有 限 群 有 效 光 滑 作 用 的 紧 致 n 一 维 流 形 . 假定 
存在 n 个 1 一 维 整 同调 类 , 它 的 对 偶 a ,an 满足 等 式 al U .…Uan[M] = 1. 
那么 , 存在 G 到 某 平 环 T" 等 距 群 的 忠实 表示 . G 的 作用 与 从 MA T HEE 
数 为 1 的 映照 可 换 , 使 G 在 M 上 自由 作用 的 充 要 条 件 是 G 自由 地 作用 于 T. 
# G = {g€ | gta =a; 对 i 二 1,2,.…,n} Æ G 的 正规 交换 子 群 , 它 自由 地 作 
用 于 M 


定理 13 设 M 是 一 个 具有 有 限 群 有 效 可 微 作用 的 紧 流 形 . 假定 我 们 能 找 
到 一 个 度数 为 1 的 从 M 到 一 个 紧 致 平坦 Riemann 流 形 N 的 映照 ,使 falni (M) = 
m(N). 如 果 或 者 m(N) RAP CAF b:(M)=0, 那么 , 存在 一 个 G 到 NN 的 等 
距 群 的 忠实 表示 , 它 又 给 出 G 到 m(N) 的 外 自 同 构 群 的 一 个 忠实 表示 .，G 的 
作用 与 从 M 到 NN 的 度数 为 1 映照 可 换 , 使 G 在 MM 上 自由 作用 的 充 要 条 件 是 
G 在 N 上 自由 作用 . 


附注 在 所 有 那些 定理 中 , 如 果 我 们 只 假定 到 对 应 “模型 “ 流 形 非 零度 效 映 
照 的 存在 性 , 我 们 能 得 到 类 似 的 结果 . 

迄今 为 止 , 我 们 总 假定 流 形 M 表示 和 M 同 维 数 流 形 的 同调 类 . 事实 上 , 这 
不 一 定 必 要 . 至 少 当 G 是 连通 时 , 我 们 有 下 列 定理 . 
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定理 14 GN 是 一 个 完备 的 具 非 曲率 的 实 解 析 流 形 . 设 w 是 NN 中 的 一 
个 一 维 同调 类 , 它 不 同调 于 N\C 中 的 同调 类 , 其 中 C 是 NN 中 的 某 紧 子 集 . 设 
M 是 一 个 紧 致 的 实 解 析 的 定向 旋 (spin) AW, 且 具 有 连通 紧 流 形 G 的 实 解析 作 
用 . 假定 对 某 (mm 一 上) 一 维 A 一 类 Q, QU ftw[M] 40. 那么 , 我 们 能 找到 一 个 同 
ET 了 的 实 解 析 调 和 映照 h, 满足 
1 #{G={9geGlhog=h} 是 有 限 群 . 
2 任何 作用 于 MY G 的 迷 向 子 群 是 有 限 的 . 
3 Gp) Æ h FORAY 1 维 全 测 地 平坦 子 流 形 的 有 限 并 , REI 不 大 于 
fl(V) 的 极 大 交换 子 群 的 秩 数 也 不 大 于 M 的 第 一 Betti 数 . 
4 G 的 连通 分 支 是 维 数 <1 的 环 面 . 
5 假定 上 >1. 那么 , 当 N 具 负 曲率 时 或 ri(V) 没有 非 平 凡 交 换 子 群 或 当 M 
的 第 一 Betti KÆR, G 是 平凡 的 . 


证 明 我 们 将 应 用 定理 7 中 的 术语 . 正如 那里 证 明 中 , 我 们 能 找到 同 伦 于 f 
的 调和 映照 h. 我 们 也 能 选取 那里 定义 的 开 集 U, 使 由 :rn 是 一 个 纤维 从 . 

为 证 明 (1), 我 们 注意 到 由 于 h-1(U) 是 开 集 ，G 有 效 地 作用 于 hU). BR 
mt U, 我 们 甚至 可 假定 G 对 每 点 x e U 有 效 作 用 于 h-i(x)， 由 于 hte) 
有 平凡 法 从 ，Wo(h-1(z)) = 0 因此 Am} (x) 是 旋 流 形 以 及 Qh-i(z)] 是 RE) 
的 4 一 亏 格 . 所 以 ，Atiyah 和 Hirzebruch 的 一 个 定理 [1] 说 明 当 G 不 是 有 限时 
Qfh-1(x)] = 0. 因为 ws 的 支 集 在 U P, 显然 QUh*ws[M] = 0, 与 QUh*(w)[M] = 
0 矛盾 . 至 于 (2) - (5) 的 证 明和 定理 7 一 样 , 我 们 就 省 略 具 体 的 细节 . o 

榨 样 时 注 记 最 近 Eels 教授 告诉 我 们 T. Sunata 独立 地 在 又 局 部 对 称 空 
间 的 特殊 情形 也 已 证 明了 定理 3. 他 的 文章 发 表 在 Invent. Math. 51(1979), 297- 
307. 还 有 Connor 和 Raymond 的 相关 文章 ， 在 Proceeding of symposia in pure 
math., Vol. 23 (1978) 中 . 
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第 十 二 章 ”调和 了 映照， 稳定 超 曲 面 的 拓 
扑 以 及 具有 非 负 Ricci 曲率 
的 流 形 


在 这 一 音 我 们 给 出 论文 [11] 中 的 结果 , 该 文中 , 用 调和 映照 理论 给 出 了 容 有 
非 负 直率 完备 度量 的 拓扑 障碍 , 或 作为 非 负 截面 曲率 稳定 完备 极 小 超 曲 面 的 拓 
扑 障 三 . 为 说 明 该 想法 的 动机 , 我 们 先 作 一 些 观察 . 容易 看 出 ( 见 下 面 82) 从 紧 致 
IE Ricci 曲率 的 流 形 到 非 正 曲 率 流 形 的 每 一 调和 映照 是 常 值 映 照 . 取出 发 流 形 
为 球 , 我 们 立即 得 到 具 非 正 曲 率 的 紧 流 形 是 K(x,1), 这 是 Cartan-Hadamard # 
征 一 条 测 地 线 . 将 上 述 事实 结合 起 来 , 我 们 能 说 明 在 负 曲 率 紧 流 形 的 基本 群 中 ， 
每 个 交换 子 群 是 循环 群 . 这 是 Preissman 的 定理 . 

为 了 得 到 新 的 结 采 , 我 们 回 到 上 述 讨 论 并 研究 具有 非 负 Ricci 曲率 的 完备 
AE ATE. 

驶 我 们 所 知 , 对 那些 流 形 只 知道 很 少 的 拓扑 障碍 .Milnor [6] (随后 ，Wolf 
[7] 和 Cheeger-Gromoll [3]) 证 明 那 些 流 形 的 基本 群 的 有 限 生成 子 群 有 阶 数 小 于 
流 形 维 数 的 多 项 式 增长 . 后 来 Gromoll-Meyer [5] 证 明 每 一 个 具 正 Ricci 曲率 的 
完备 非 紧 流 形 至 多 只 有 一 个 端 . 利用 最 后 这 个 结果 , 对 完备 非 紧 具 正 Ricci 曲率 
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能 证 明 具 有 紧 支 集 的 第 一 上 同调 群 是 有 搁 的 . 

这 一 章 的 主要 和 定理 之 一 是 证 明 在 非 负 Ricci 曲率 的 完备 流 形 中 给 定 任 何 紧 
Kit D, 使 它 的 边界 是 9D 是 单 连通 的 , 任何 从 x1(D) 到 非 正 曲率 紧 流 形 的 基 
本 和 群 的 同 态 是 平凡 的 . 为 了 看 出 这 不 是 上 述 拓扑 障碍 的 推论 , 设 M 是 任何 紧 臻 
单 连通 流 形 且 设 M 是 51 x M 中 一 点 的 补 集 . 那么 ，M 只 有 一 个 端 以 及 m (M) 
是 小 的 . 但 是 , 根据 我 们 的 定理 M 不 容 有 非 负 Ricci 曲率 的 完备 度量 . 

这 音 的 第 二 个 主要 定理 是 运用 相同 的 思想 研究 完备 非 负 曲率 流 形 中 完备 非 
双 稳 定 极 小 超 曲 面 的 拓扑 . 我 们 找到 了 这 类 流 形 的 相同 拓扑 障碍 . 即使 我 们 假定 
外 围 流 形 是 欧 氏 空间 , 我 们 的 定理 看 来 给 出 了 稳定 极 小 超 曲 面 的 第 一 个 拓扑 障 
碍 . 

由 于 调和 映照 是 不 一 定 线 性 的 , 那些 定理 可 被 看 成 非 线 性 的 消灭 定理 . 


81. 具有 有 限 能 量 调和 映照 的 存在 性 


WwW M 是 完备 Riemann MÉAR N 是 具有 非 正 截面 曲率 的 紧 流 形 ， 设 
f : M 一 NN ÆRE. ABA, 我 们 将 证 明 当 E(f) < ce 时 , 我 们 能 找到 一 个 调 
MRR h: MN fh EM 的 每 个 紧 集 中 都 同 伦 于 fF 以 及 Elh) < o. 

iz Mi ZAM AW) 流 形 , 使 M = U;Mi. 那么 , 根据 Harmiton 的 结果 , 我 
们 能 找到 调和 映照 hi: Mi 一 N, EMME flm, 并且 E(hi) < EB(flm). 所 以 ， 
还 要 证 明 存 在 {hi} 的 一 个 子 序列 , CE M 的 紧 子 集中 一 致 收敛 

BW pt M 中 的 任意 一 点 . ABA, 我 们 将 找到 p 的 一 个 邻 域 UV 以 及 {hi} 的 
一 个 于 序列 , 它 在 U 上 一 致 收敛 . 

第 一 步 是 构成 p 的 一 个 邻 域 使 hi 的 能 量 密度 e(h;) = Trm(h*ds2,) 在 这 个 
邻 域 中 是 一 致 有 界 的 . 这 样 , 设 Ui 是 p 的 一 个 紧 致 邻 域 ，c 是 Ricci 曲率 在 U 
中 的 下 确 界 . 直接 计算 说 明 在 Ui 中 Ae(hi) — ce(hi) > 0. 

对 我 们 而 言 c = 0 是 最 有 兴趣 的 情形 . 这 里 , 首先 给 出 这 种 特殊 情形 的 证 
明 . 

TS (r, 0) 是 p 扣 的 测 地 极 坐标 , 其 中 0 是 单位 球面 2 中 的 一 点 . 设 Vgr"-1drd6 
是 关于 这 个 坐标 系 的 体积 元 , 那么 ，Stokes 定理 以 及 Ae(h) > 0 说 明 , 当 p 小 
F p 点 的 单一 半径 时 


f E poyga >0 (11) 
OEE r 
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所 以 ， 
ð 


Spl ,ep 0) vod] 

+ sup | $= 10g valo 0)| f __ ltt) (0, 9)VGag > 0 
积分 这 个 不 等 式 , 我 们 得 到 

e(hi)(p) < pa e(h;)(R, 9)V5ag| exp Ro SUP Or ° Nog V9(p, 9)||， (1.3) 


这 里 小 于 p 点 的 单一 半径 . 
根据 平均 值 定理 , 我 们 看 到 对 在 p 点 单一 半径 内 的 每 个 R, 存在 一 个 数 R 
使 得 


J e(hi)(R, 9),/gd0 < R” / e(hi) (1.4) 
OEL RR<r<2R 
所 以 , 4 R DEH p 点 的 单一 半径 且 M; 覆盖 半径 为 R 的 球 时 ， 
e(hi)(p) < R” exp | 及 sup = tog Va V9(p, 0)|| E (hilar) (1.5) 
OELrIR 


Æ c <0 的 情形 , 可 利用 1 中 的 论证 . 事实 上 , 设 R 是 一 个 小 的 数 , 使 对 从 
p WAH A, 不 超过 nR (n = dimM) 距离 的 所 有 点 q, 而 gq 点 的 单一 半径 大 于 R. 设 
O 是 定义 在 实 轴 上 的 函数 , 使 对 |z| < R, O(a) = 0, 而 对 lz| > (R/2)-"1? 定 
X p(z) =x. 那么 ,对 n> 3, 定 义 MxM 上 的 函数 F(gi,g2) = O(d(q1, g2)7"*), 
其 中 d(q1,q2) © q 和 9 间 的 距离 . (对 n= 2, H log d(qi, q2) 代替 d(gi,g2)-"+2.) 
如 [1] 文 的 p. 142 中 所 示 , 存在 一 个 常数 A, 使 


e(hi)(p) < A j (F(p, d) + Ve(hi)(q). (1.6) 
d(p,q)<R 
KEE, 我 们 得 到 
e(hi)(p) < AP / (Fx (p,q) + 1)e(hi)(q), (1.7) 
d(p,q)<kR 


其 中 F, H Fy) = Fel 
Fy (q1, q2) = f Fy_1(q1,0)(F(a, 42) + 1). (1.8) 


当 > HF, 对 d(p 


p,q) <nR, Fr(p,q) ÆA RW. 据 此 以 及 (1.7) 可 知道 能 量 密 
RE e(h;)(p) 能 被 总 能 量 E 


(hilm) 所 控制 . 
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有 了 能 量 密度 的 界 , 那么 , 佑 计 hi 的 高 阶 导数 是 标准 的 (参考 [1]), 从 而 证 
明 h 子 序列 在 p 的 某 邻 域 中 一 致 收敛 . 那么 , 用 对 角 线 方法 , 我 们 就 证 明了 这 
T 开 始 的 断言 . 
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i M 是 共有 非 负 Ricci 曲率 的 完备 流 形 ，N 是 具有 非 正 截面 曲率 的 紧 流 
形 . 设 f 是 从 M 到 的 具有 限 能 量 的 调和 映照 . 那么, 我们 断言 f 是 常 值 映 
H. 


Bochner 公式 说 明 
Ae(f) = B + Q(f*), (2.1) 


其 中 在 曲率 的 假定 下 Q(f*) > 0. 
根据 Of) 的 定义 , 容易 验证 


zelf? > [Vels (2.2) 


不 等 式 (2.1) 和 (2.2) 结合 起 来 说 明 Ve(f) 是 M 上 的 次 调和 函数 . 

在 [8] P, 证 明了 在 完备 Riemann 流 形 上 每 个 非 负 的 瑟 - 可 积 的 次 调和 函 
数 一 定 是 第 数 . 将 这 应 用 于 elf), 我 们 得 到 elf) 是 一 个 常数 . 

男 一 方面 , 我 们 也 已 在 [8] 中 证 明 当 M 是 具有 非 负 Ricci 曲率 的 完备 非 紧 
流 形 时 ，MM 的 体积 是 无 限 的 (E. Calabi 也 已 知道 [9]). 这 使 得 常数 elf) 必须 
AFEFE f 是 常 什 映照 所 以 我 们 已 证 明了 下 列 结 果 : 

定理 1 设 M 是 具有 非 负 Rici 曲率 的 完备 流 形 且 N 是 具有 非 正 曲率 的 
KAW. Bf 是 从 M 到 N 的 具有 有 限 能 量 的 光滑 上 映照. 那么 , f 在 每 一 紧 集 
上 同 伦 于 一 个 第 值 映 照 

作为 这 个 定理 的 应 用 , 我 们 有 下 列 的 结果 : 

推论 设 M 是 具有 非 负 Ricci 曲率 的 完备 流 形 . 设 DD 是 M 中 的 具有 单 连 
通 光滑 边界 的 紧 致 区域. 那么 , 不 存在 从 mi(D) 到 具有 非 正 曲率 紧 流 形 基本 群 
的 非 平凡 同 态 . 

证 明 假定 A: m1 (D) > ™(N) 是 一 个 同 态 , 其 中 N 是 具有 非 正 曲率 的 紧 
流 形 . ABA, 因为 N 是 K (7,1), 存在 一 个 光滑 映照 f: D— N 使 得 f, =h. 
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为 9D 是 单 连通 的 , 这 个 映照 在 OD 上 同 伦 于 常 值 映 照 . 所 以 , 我 们 能 将 f 延 拓 
为 一 个 光滑 映照 f: M N, 使 在 紧 集 外 f 是 常 值 映照 显然，f 具有 有 限 能 
E, 我 们 能 应 用 定理 得 到 f 同 伦 于 一 个 常 值 映照 从 而 h 是 平凡 的 . 口 


83. 稳定 浸入 的 基本 和 群 


在 本 节 中 , iM" 是 具有 非 负 截面 曲率 流 形 M"+! 中 完备 非 崇 的 浸入 子 
流 形 ， 还 假定 浸入 是 稳定 的 ( 即 , 极 小 旦 关于 紧 支 集 的 第 二 变 分 是 非 负 的 ).， 设 
el En Enpi 是 M 上 的 局 部 单位 正 交 标 架 场 , 使 在 zo < M 的 一 个 邻 域 中 
el ,en 构成 M 的 单位 正 交 标 架 场 . 设 wi,… ,wn+i 是 对 偶 标 架 . 设 wij 是 
NY 上 的 联络 1_ 形 式 且 限制 于 M 上 时 wni = 0%, hyuj 定义 了 M 上 的 对 
称 的 第 二 基本 形式 .由 于 浸入 是 极 小 , 我 们 有 Di hi; = 0, 并 且 稳 定性 不 等 式 


FE 
/ (JO Kntvintiit ` h?) dV < | [Vol dVm, 
杂记 1 i,j=1 M 

这 里 y 是 M 上 具有 紧 支 集 的 任何 Lipschitz RAM, Kyn 是 M 的 曲率 张 量 , H 
dVm 是 M 的 体积 元 ( 见 [10]). 

引 理 1 M 具有 无 限 体 积 . 

证 明 i BR(zo) 是 M 中 以 zo 为 中 心 , 半径 为 R 的 测 地 球 . 选取 6 是 一 
个 Lipschitz PRA, 具有 性 质 

1, 在 Br(2o) A, 、 
一 并 且 |Vol < 1/R. 
É 在 BsR(zo) MH, Vel S1 

RAE VE Sa 


~ Vol(M 
J ,WidVu < 一 oe. 
Br(Xo) į j=1 h 


如 果 Vol(M) < œ, & R > œ 我 们 得 到 M 是 全 测 地 的 . 这 样 ，M 的 截面 曲率 
是 非 负 的 且 根 据 文献 [8] 中 的 一 个 定理 , 我 们 必 有 Vol(M) = 00, 得 到 矛盾 . 口 

设 N* 是 具 非 正 截 面 曲 率 的 紧 流 形 . 设 f : M 一 N 是 调和 上 映照. 设 zo EM 
以 及 Ei ,Ex 是 f(z0) E N 的 一 个 邻 域 中 的 单位 正 交 标 架 场 ， 设 01,… ,0k 
是 对 偶 余 标 架 ，b.s，1 < a, 6 S k 是 联络 形式 .用 f*90。 = D; foaiwi FE 
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X ji LS ack l<i<n. MA, ef) = E Dia Fl dfai + 
pat Seif" Opa +X j-1 foiwii = Dia faijwi 定义 foiz. 那么 , f 是 调和 的 意味 
着 对 1 < Q < k, > foii = Q. 

引 理 2 如果 E(f) < co, A, f 是 常 值 映照 . 

证 明 FETE RSET 


ime hi. Jy "< | Wi 
M 1 M 


t, j= 


用 velfe RE y, 我 们 得 到 


hÈ 


t, j= 


< [et a Je(f)pVVe(f)-V 
+f eV Velf)I? 
= f nivel 一 ; p* Ae(f +f p 2V Ve( f). 


在 (2.1) 中 考虑 到 M 的 截面 曲率 非 负 以 及 N 的 截面 曲率 非 正 , 再 由 Gauss 
方程 , 我 们 得 到 


>25 fi -2 (Etura) 


Mt, 


>2》 fly- (A) 


GZ)7 


将 这 式 代 人 前面 不 等 式 且 整 理 后 得 到 


J ( f — IV vel?) < [ ever. 
现在 
VE 二 2 (2ia faifai)” 
r 
所 以 ， 
Yo fas Vve = 5 DE (fa fons ~ for fais) 


ee 


> > — (fai fais — fas fas)? 


7,4, 
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其 中 , RNR k AG UK a8 的 项 .用 Schwartz 不 等 式 , 我 们 得 到 
1 2 
D fy- Vve > 2 (> faifai =) fous fis ) 


2 


1 2 1 
~ 2nke > (Do fas fais) = gnk VV 
7, 


1 


其 中 , 我 们 用 了 2; fai; = 0 以 及 foi; = faji 所以, 我 们 有 fy?|Vvel? < 
2nk f elp? 取 o 如 引 理 1, 我 们 得 到 


2nk 
Joc OVERS eB 
4 R> co 我 们 看 到 e 在 M 上 是 常数 . 考虑 到 引 理 1 以 及 Ef) < co 的 事实 ， 
我 们 得 到 e(f) = 0. 从 而 上 是 常 值 映照 口 
将 S1 的 存在 定理 和 引 理 2 结合 起 来 我 们 有 下 列 结果 . 


定理 2 GM 是 具有 非 负 曲 率 流 形 中 完备 非 紧 稳定 的 极 小 超 曲面 ，N 具 
有 非 正 曲率 的 紧 流 形 . 设 f:M 一 NN 是 具有 有 限 能 量 E(f) < co 的 , 光滑 映照 . 


和 82 中 一 样 , 我 们 有 下 列 推 论 . 


推论 设 M 同 定理 2. 设 万 是 M PAMPER FARM MZ, 
不 存在 从 7 (D) 到 具有 非 正 曲率 紧 流 形 基本 群 的 非 平凡 同 态 . 
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第 十 三 章 ”调和 映照 和 超 刚性 * 


本 文通 过 人 研究 从 非 紧 型 的 秩 > 2 的 紧 局 部 对 称 空间 到 非 正 曲率 算 子 Rie- 
mann 流 形 的 调和 映照 , 证 明 这 样 的 映照 一 定 是 全 测 地 映照 , 从 而 证 明了 Mar- 
gulis 的 超 刚 性 定理 在 余 紧 情形 的 一 个 几何 推广 .技术 上 的 工具 是 调和 映照 的 
Matsushima 型 的 公式 以 及 对 称 空 间 曲 率 张 量 的 详尽 人 研究. 


本 文 的 主要 结果 是 


定理 A i M=G/K 是 除了 SOo(p,1)/SO(p)x SO(1), SU(p, 1)/S(U(p) x 
U(1)) (用 [He; p.518] 中 的 语言 ) 的 非 紧 型 的 不 可 约 对 称 空间 . 

设 工 是 G 的 余 紧 离散 子 群 (也 称 为 余 紧 格 ). 设 N 是 完备 单 连通 的 具 非 正 
曲率 算 子 的 Riemann 流 形 , 它 的 等 距 群 为 TIN). 设 p: 工 一 T(N) LAA, 并 使 
p(T) 或 者 在 N 的 无 穷 远 球 上 无 不 动 点 , 或 者 如 果 它 有 不 动 点 , 它 是 一 个 全 测 地 
平坦 子 空间 的 中 心 化 子 . 那么 , 存在 一 个 全 测 地 p 一 等 变 映照 f:M 一 N. 

WR N 也 是 ( 非 紧 型 或 欧 氏 型 ) 对 称 空间 G'/K', ABA, 关于 p(T) 的 条 件 意 
味 着 它 是 G' 的 可 约 子 群 

关于 的 曲率 条 件 可 减弱 , 请 见 下面 引 理 2 以 后 的 注解 . 

” @ 本 章 为 作者 Jürgen Jost, 丘成桐 的 论文 . 
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相应 于 SOo(p, 1)/SO(p) x SO(1), SU (p, 1)/S(U (p) x U(1)) 的 结果 不 一 定 成 
Z, 因为 这 将 意味 着 它们 的 紧 致 商 的 第 一 Betti 数 为 零 并 有 这 类 空间 紧 致 商 的 
第 一 Betti 数 不 为 零 的 反例 . 但 在 SU(p,1)/S(U(p) x U(1)) 的 情况 , 得 到 多 次 调 
和 p 一 等 变 映照 的 存在 性 , 实质 上 是 萧 荫 堂 [S] 结果 的 特殊 情形 . 

对 Sp(p,1)/Sp(p) x Sp(1) 以 及 双 曲 Cayley 平面 对 应 的 结果 是 Corlette 的 
定理 [C2]. 对 Hermite 对 称 空间 , 结果 是 属于 莫 谢 明 等 人 的 [MSY]. 

定理 的 一 个 推论 是 


推论 B HM =G/K AAT AL. 设 互 是 一 个 半 单 非 紧 具 平凡 中 心 的 
Fe, Kp: TH XH Zariski 稠密 像 的 同 态 . 那么 ，p 可 拓展 成 G 到 万 的 一 
个 同 态 . 


对 G/K WK > 2 情形 结果 是 属于 Margulis [Mg1], 而 对 Sp(p, 1)/Sp(p) x 
Sp(1) 以 及 双 曲 Cayley 平面 的 情形 的 结果 是 属于 Corlette. 

运用 Gromov 和 Schoen 文章 [GS] 的 构造 , 我 们 的 结果 推广 到 非 阿 基 米 德 
的 情况 , 证 明了 


定理 C KM=G/K VAT 如 上 . 
ik p:T > SL(n,Qp) tH ne N 和 某 素 数 p 是 同 态 . MBA, p(T) 包含 在 
SL(n,Qp) 的 一 个 紧 致 子 群 中 . 


对 G/K WR > 2 的 情形 , 结果 还 属于 Margulis [Mg1], 对 四 元 双 曲 空间 和 
双 曲 Cayley 平面 情形 , 结果 属于 Gromov-Schoen [GS]. 

这 个 定理 的 结论 对 更 一 般 的 同 态 p 仍然 成 立 , CHT 映照 到 一 个 如 [GS] 的 
意义 下 的 F- 连通 复 形 的 等 距 群 . 

现在 让 我 们 更 进一步 解释 我 们 的 结果 如 何 用 于 非 紧 型 的 局 部 对 称 流 形 的 刚 
性 理论 , 或 等 价 地 对 单纯 非 紧 代数 群 的 格 的 刚性 理论 . 这 个 理论 的 基本 问题 是 这 
样 的 格 能 否 被 形变 , 或 更 一 般 地 , 它 是 否 能 用 不 同 的 方式 作用 于 对 称 空间 . 

对 G = SL(2,R) S SOo(2,1), AA, 存在 G 的 紧 致 商 流 形 的 连续 族 , 即 给 
KE THe p > 2 的 Riemann 曲面 族 . 这 样 , 这 种 情形 没有 刚性 结果 . 但 这 是 特殊 情 
JÉ. 

第 一 个 刚性 结果 由 Calabi-Vessentini [CV] 得 到 , 他 们 证 明了 除了 SL(2,R) 
/SO(2) 的 任何 非 紧 型 不 可 约 Hermite 对 称 空间 的 紧 致 商 是 无 穷 小 刚性 , 即 局 部 
刚性 的 . 他 们 说 明了 由 Kodaira 和 Spencer 理论 导致 的 有 关上 同调 群 在 所 有 那 
些 情形 都 为 零 
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Mostow [Ms] 证 明了 非 紧 型 不 可 约 对 称 空间 的 紧 致 商 的 强 刚 性 . 这 意味 着 
任何 两 个 格 T, T, 它们 作为 抽象 群 是 同 构 的 , 那么 , 它们 是 同一 个 G 中 , 并 且 ， 
作为 G 的 子 群 是 同 构 的 . 几何 上 , RERE T\G/K 和 TAG/K 是 等 距 的 . 这 
里 , 它们 赋 于 来 目 对 称 空间 G/K W Riemann 度量 . 对 当前 的 讨论 , 我 们 假定 那 
些 格 作用 在 G/K 上 没有 不 动 点 , 即 , 除了 中 心 外 的 元 素 , RA T 中 的 元 素 有 任 


称 为 无 挠 性 , 并 且 知 道 任何 格 都 具有 有 限 指标 的 无 挠 子 格 . 所 以 , 这 个 假定 并 未 
给 出 严格 的 限制 ，Margulis [Mg1] 证 明了 超 刚 性 , 如 果 G/K 的 秩 > 2. 这 意味 
着 , 如 果 H 和 G 一 样 是 单纯 的 非 紧 的 代数 群 , 那么 , 任何 同 态 p: r> AT A 
E) 能 拓展 成 同 态 G 一 H, 只 要 p(T) 是 Zariski 稠密 的 , 或 p(T) BEE H W 
紧 子 群 中 , WR H 是 某 SL, Qp) 的 代数 子 群 (如 果 五 定义 在 C E, ABA, 事 
实 上 两 种 情形 都 会 发 生 但 这 里 我 们 不 感 兴 趣 ). Margulis 定理 以 及 它们 的 证 明 
在 Zimmer 的 书 [Z] 中 表达 得 很 好 . 我 们 也 推荐 Margulis 的 近期 专著 [Mg2], 其 
中 有 更 一 般 的 结果 . 

正如 我 们 已 经 指出 的 , 对 四 元 双 曲 空间 和 双 曲 Cayley 平面 的 紧 致 商 空间 
在 阿 基 米 德 情形 的 超 刚 性 被 Corlette [C2] 所 证 明 , 而 在 p—dic 情形 被 Gromov- 
Schoen 所 证 明 [GS]. 

Margulis 还 证 明了 超 刚 性 绝 涵 了 格 的 算术 性 . 

我 们 的 结果 因而 能 理解 为 超 刚 性 的 几何 推广 , 由 于 我 们 不 假定 像 流 形 是 对 
称 空间 , 而 只 假定 一 个 曲率 条 件 ( 这 对 非 紧 型 或 欧 氏 性 对 称 空间 是 自然 满足 的 ). 
所 以 , 这 类 格 可 能 实质 上 仅 以 一 种 方式 作用 于 非 正 曲率 的 Riemann 流 形 . 特别 
地 , 任何 到 这 类 流 形 的 等 距 群 的 同 态 是 很 有 限 的 (在 这 样 的 意义 下 , 我 们 也 要 提 
及 Spatzer-Zimmer 关于 保持 某 种 几何 结构 的 格 的 作用 的 工作 [SZ]). 

除了 超 刚 性 的 这 样 推广 , 本 文 的 重要 性 还 在 于 它 对 著名 的 Margulis 超 刚 性 
定理 提供 了 一 个 加 新 的 证 明 , 这 个 证 明 在 概念 上 和 Mostow 以 及 Margulis 原创 
证 明 是 完全 不 同 的 . 


关系 . 

先 让 我 们 回顾 证 明 满 足 某 曲率 条 件 的 Riemann 流 形 上 调和 1 一 形式 消灭 的 
Bochner 方法 . 设 M 是 紧 Riemann 流 形 . 取 测 地 法 坐标 系 zl,- 0”, ER 
记号 不 出 现 . 设 
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是 Laplace 算 子 . 
我 们 将 M 上 的 调和 1-- 形 式 看 为 到 单位 圆周 的 调和 映照 f : M sS. 那 
A, f 满足 Bochner 公式 


>AD fafa = Y. faofao + Y Rap fate, 
Q a,B a, 


其 中 f 的 下 标 表 示 偏 导数 而 (Rog) got... m 是 M 上 的 Ricci 张 量 (记号 在 下 面 
再 详细 解释 ). 

WR M 是 紧 的 , 那么 , 上 式 左 端 积 分 为 零 , 从 而 右 端 积分 也 为 零 . 右 端 第 一 
项 是 非 负 的 , 如 果 我 们 再 假定 M 有 非 负 Ricci 曲率 , 那么 , 右 端的 第 二 项 也 是 非 
负 的 . 这 两 项 必须 都 为 零 . 特别 地 ， 


fap = 0 
Va 1-- 形 式 df 也 就 是 平行 的 . 如 果 进 一 步 Ricci 张 量 是 正定 的 , 那么 ， 
fa 一 0, 


HA 1-- 形 式 消 灭 ，M 上 的 第 一 Betti 数 b(M) 也 就 为 零 . 

这 样 的 论证 对 负 Ricci 曲率 的 流 形 看 来 就 得 不 到 结论 . 但 是 ， Matsushima 
M] 发 现在 非 紧 型 对 称 空间 中 包含 fog 的 项 可 抵消 Ricci 曲率 项 , 用 这 样 的 方法 
对 秩 > 2 的 流 形 M =T \ G/K, 仍然 得 到 bı(M) = 0 (对 非 Hermite 情形 , 结果 
并 不 是 被 Matsushima 自己 得 到 的 , 而 是 被 Kaneyuki-Nagano [KN] 所 得 到 ). 

为 讨论 简单 起 见 , 我 们 假定 N = N/p(T) 也 是 一 个 紧 Riemann 流 形 , 因为 
这 种 情形 足够 揭示 我 们 方法 的 思想 ，p 诱导 了 M 一 N 映照 的 一 个 同 伦 类 . 然 
后 就 要 说 明 这 个 同 伦 类 包含 一 个 全 测 地 映照 ， 为 此 , 自然 首先 按 变 分 条 件 选取 
一 个 特别 的 代表 , 然后 说 明 在 M A N 的 假定 下 它 是 全 测 地 的 . 我 们 选取 的 映 
照 古 调和 映照 . 在 现在 讨论 的 情形 , 它 的 存在 性 由 Eells-Sampson [ES] 和 Al’ber 
[A1], [A2] 所 证 明 . 它 实 质 上 也 是 唯一 的 , 任 然 属于 Alber 且 也 属于 Hartman 
[Ha]. 这 类 映照 的 特征 是 在 给 定 的 同 伦 类 中 使 能 量 的 ?一 模 极 小 化 . 

如 果 f:MoON 是 调和 的 , 它 满 足 Bochner 型 的 公式 

ZA 2 (fo, fa) = 3 (SaB, fa,B) + 3 Roa,p (fa, fB) — 3 (R(fa, fa) fa, fa) 


(上 了 式 中 的 记号 后 面 解释 ), 其 中 RO) 是 N 的 曲率 张 量 . 由 于 我 们 假定 N AE 
正 曲 率 , 右 端 第 三 项 和 第 一 项 同 号 , 但 是 Ricci 曲率 项 又 给 我 们 推导 消灭 定理 造 
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成 相当 麻烦 . 本 文 的 主要 技术 成 就 在 于 这 个 ” 坏 项 ”仍然 能 被 其 他 项 抵消 , 从 而 
证 明 所 考虑 的 情况 下 foe A. 

我 们 在 下 面 引 理 1 (8D 中 , 给 出 了 Matsushima 公式 推广 到 相应 的 调和 映 
照 的 情形 的 具体 推导 . 它 还 应 该 有 更 多 的 应 用 , 因为 只 要 求 出 发 流 形 是 Einstein 
流 形 而 不 一 定 是 局 部 对 称 空间 的 . 用 其 余 的 项 来 抵消 Ricci 曲率 项 由 于 像 流 形 
的 曲率 而 比 Matsushima 原来 情形 更 难 . 我 们 要 估计 相反 方向 两 项 曲率 项 , 而 那 
些 估计 在 M 到 M 的 恒 等 映 照 时 又 要 是 最 佳 的 . 为 此 , 我 们 要 对 局 部 对 称 的 出 
发 流 形 的 曲率 张 量 做 更 精细 的 估计 , 这 就 要 求 分 别 考虑 各 种 不 同 的 情况 , 最 难 的 
情形 是 SU(p,q)/S(U(p) x U(q)). 那些 估计 在 §3 节 进 行 . 定理 在 §2 节 证 明 . 

英和 映照 对 这 里 人 研究 情形 的 刚性 问题 的 应 用 , 过 去 已 有 一 些 工作 , 让 我 们 对 
此 也 以 引用 . 

oh BAe [S] 推导 了 Kabler 流 形 间 调和 映照 的 Bochner 型 恒等式 . 如 果 像 流 
形 有 非 正 曲率 ， 这 意味 着 映照 的 Hessian 和 出 发 流 形 的 Kihler 形式 的 乘积 为 零 ， 
或 换言之 , 映照 是 多 次 调和 映照 的 . 对 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 的 曲率 张 量 的 详 
尺 研 究 使 他 得 到 这 类 流 形 的 紧 致 商 之 间 的 调和 同 伦 等 价 一 定 是 全 纯 或 反 全 纯 的 . 
Eth ete MATA. 再 应 用 丘成桐 的 Schwarz 引 理 的 Royden 形式 [RI[Y]， 
就 说 明了 映照 是 等 距 ， 也 就 证 明了 Hermite 情形 的 Mostow 的 刚性 定理 . 值得 
注意 的 是 这 里 研究 的 情形 中 曲率 项 不 是 来 自 出 发 流 形 而 来 自 像 流 形 . Sampson 
[Sa] £M T HF Kahler 流 形 到 Riemann 流 形 的 调和 映照 男 一 个 公式 . 我 们 也 
#5 | FAL HATE Hermite 情形 的 关于 Archimedes 超 刚 性 的 工作 . 

Corlette [C2] 证 明了 调和 映照 的 Hessian 和 像 流 形 的 任何 平行 形式 的 乘积 
AS, 只 要 像 流 形 具有 非 正 曲率 . 对 四 元 双 曲 空间 或 双 曲 Cayley 平面 的 商 流 形 ， 
他 能 证 明 Hessian ABAD, 即 映照 是 全 测 地 的 . 这 就 给 出 了 上 面 讨论 的 结果 . 

对 p 一 adic 刚性 , 对 应 的 调和 映照 理论 在 Gromov 和 Schoen [GS] 的 文章 中 
展开 . 这 个 理论 使 他 们 将 上 述 结果 从 Archimedes 情形 推广 到 p — adic 情形 . 

Gromov [G] 建议 在 对 称 空 间 中 用 Hermite 对 称 空 间 的 叶 状 结构 ， 从 而 使 
Kahler JE RBA -Sampson 方法 适用 . 肖 - 杨 [MSY] 的 最 近 结 果 对 流 形 SO 
(p,q)/SO(p) x SO(q) 达到 了 目的 , 对 其 他 对 称 空间 还 有 相应 的 结果 . 

在 本 文中 , 我 们 限于 研究 局 部 不 可 约 的 局 部 对 称 空间 超 刚性 对 整体 不 可 
约 对 称 空间 也 成 立 , 并 且 , 我 们 的 方法 原则 上 也 适用 . 

调和 映照 方法 解决 刚性 问题 还 没有 完成 

HG, 迄今 还 不 能 导出 实 双 曲 空间 紧 致 商 的 Mostow 刚性 定理 . 其 次 , 对 有 
限 体积 的 非 紧 的 空间 的 结果 ( 即 对 非 一致 格 ) 也 还 未 完成 . 
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问题 在 于 证 明 有 限 能 量 的 po- 等 变 映照 的 存在 性 . 做 到 了 这 点 , 也 就 有 调和 
映照 , 这 里 的 方法 就 继续 适用 . 对 有 限 能 量 映照 的 存在 性 迄今 仅 有 部 分 结果 . 在 
JY1] IJY2] 中 作者 在 两 种 情况 下 得 到 了 有 限 能 量 映照 , 并 且 , 这 两 种 情形 组 合 起 
来 实际 上 得 到 了 非 一 致 格 的 大 多 数 情 形 的 超 刚性 . 第 一 种 情形 是 秩 为 1 的 像 , 更 
一 般 地 , 具 控 制 负 曲 率 的 情形 . 第 二 种 情形 出 发 流 形 的 体积 形式 在 尖 点 附近 趋 于 
TAK, 以 至 能 抵消 那里 的 无 界 能 量 密度 . 也 许 实际 上 总 能 做 到 这 点 . 除了 在 
JY2] 中 证 明 的 对 秩 > 2 的 Hermite 对 称 空 间 , 对 四 元 双 曲 空间 和 双 曲 Cayley 


导致 本 文 的 研究 计划 开始 于 1990 FE, 本 文 的 第 一 作者 正在 哈佛 大 学 访 
问 . 同年 8 H, 在 加 州 大 学 的 洛杉矶 分 校 进行 的 微分 几何 夏令 研究 所 期 间 , 本 人 研 
究 取 得 了 实质 进展 . 那 时 , 我 们 和 E. Calabi 讨论 了 我 们 的 方法 . 我 们 感谢 他 对 
我 们 前述 了 Matsushima 计算 方法 的 几何 解释 (参见 [D]). 

最 近 (1992 年 2 H) BEEREN AAEH Matsushima 方法 的 一 
种 推广 方法 得 到 了 超 刚 性 结果 . RAVR A, 他 建 以 我 们 也 写 下 我 们 的 
结果 . 本 文 写成 于 我 们 两 人 同时 访问 台湾 新 竹 的 清华 大 学 . 我 们 感谢 数学 系 的 同 
仁 , 特别 感谢 系 主任 赖 恒隆 教授 , 使 我 们 的 访问 很 愉快 . 第 一 作者 感谢 德国 国家 
RES, 第 二 作者 感谢 美国 国家 科学 基金 . 我 们 感谢 Sherry 为 本 文 打字 花费 
了 很 多 时 间 . 

记号 约定 

M 上 的 所 有 积分 将 关于 体积 形式 进行 . 

我 们 用 局 部 坐标 za，a = 1,… ,m. 在 那些 坐标 中 的 曲率 张 量 是 Raps 并 
且 Ricci 张 量 是 

Rap = 》, Rasyp: 
p 
在 所 有 和 了 式 中 , 名 腊 字 母 将 从 1 到 m. 对 一 个 映照 f, 我 们 用 简化 记号 
0 
fa := Daal 
通 篇 文章 我 们 将 用 测 地 法 坐标 , 使 我 们 能 将 相关 上 标 自 由 下 降 ， 在 这 样 坐标 中 
Laplace 算 子 是 
92 
A = 2 ax 


而 在 流 形 N 上 , 我 们 将 用 不 变 记 号 . 在 切 从 TN 中 的 逐 点 内 积 用 记号 (6,9. N 
上 的 曲率 张 量 表示 为 RC,:). WR f: M 一 NN 是 一 个 映照 , 从 FOTN 将 继承 
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从 TN 上 来 的 度量 . 在 T*M Of OTN 上 的 度量 用 类 似 记号 (,-》. 我 们 用 (.，) 
表示 T*M & f-!TN 中 的 L-AN. V 表示 T*M Q@ f-!TN 中 的 Levi-Civita 
联络 . 我 们 简化 


Vy :一 V_a 


Drz7 


81. 调和 了 映照 的 Matsushima 型 公式 
让 我 们 首先 回顾 调和 映照 的 Bochner 型 公式 


=A De fa) = dA (fos fap) + Rap\fa, fa) — (R( fos fe)fa, fad}. (1) 


我 们 有 
>》(VyV5 — VsVy)(fade*) = X (—Rpars fod”) + 2 Rlf fo) fade (2) 
aß 
从 (2) 得 到 
>》  ((VyVs — VsV) fade, (VyV5 一 V5Vy)Jjadzp) 
a,3,y,0 
SO ReaysRnays(fa, fn) + 》 (R(fy, fs)fa, R(fy, fa)fo) 
a,3,7,0,n a,y,d 
一 ` 2Rapys(R( fy, fo) fo, fa); 
a, B, y, ð 
》 ((VyV5 — VsV 7) fade”, (VyV 8 — Vé Vy) foda?) 
aœ, B, y, ð 
(3) 
= ` (—Reays fede, (VyVs — VeaVy)fndr") 
a, 3,7,0,n 
+ So (R(fy, fs) fadx®, (VyVs — VsVy) fad”) 
a,3,7,6 
= 2 ` (— Roaysf dx% , VyV5fndz") 
a,B,7,0,7 


+S (R (fy, fs) fa, R( fy, fs) fa) — ` Rapys(R( fy, f5) fp, fa). 


ayo a, B, Y, ð 
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一 2 f ` (5 (Raaya fa), fas) 


œaßyð 


+ | ERG fo) fas Ry, fa) fa) 


ayd 


-J ` Rapys(R( fy, £5) fo, fe): 


apyd 
我 们 现在 有 
ð 
> (Jy Roarsfa) fas) = 》 Reays (fay fas) + >_ Roars, (fa, fas) 
Y 了 Y 


对 Einstein 度量 , 特别 对 局 部 对 称 空 间 , 第 二 项 为 零 , 根据 Bianchi 恒等式 


` Reayi,7 = >》 (Révay, — Rsypy,a). 
7 


y 


对 M 上 的 一 个 Einstein 度量 , 我 们 得 到 


| (vs ~ viv) fada", (vv 一 Vivy)1adag 
afsyd 


_ Í SS Rays (Fas: fy) + | SARC, fs) fo RCs Fo) fa) 


aByd ays 
- J S` Rapys(R(fy, fs) fa, fa) (4) 
M 
aByo 
从 (1), (3), (4) 我 们 得 到 Riemann 流 形 间 的 映照 的 Matsushima 型 公式 . 
S121 wf: MN 是 Riemann 流 形 间 的 调和 映照 , 其 中 M 是 紧 致 的 
Einstein AW. ABA, IAT AERA 


af Elan dao) +2 J E Raplas: for) 


aßyð 


-af P Rasla» fa) - J E RaorsRopratfa fn 


aByon 


sa f| ERGa fo)e fa) + | Y (ROn So) fo fa) (5) 
M a8 M 


aByd 
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§2. 非 罕 型 局 部 对 称 空间 的 刚性 定理 


定理 1 RM=G/K 是 秩 >>2 的 非 紧 型 不 可 约 对 称 空间 . 设 工 是 G 的 
离散 的 余 紧 子 群 . 设 NN 是 完备 单 连通 非 正 曲率 算 子 的 Riemann AG, 它 的 等 距 
变换 群 为 TUV). 设 p: 工 一 T(N) LAA, HH p(T) 或 者 在 Ñ 的 无 穷 远 球面 上 
无 不 动 点 , 或 者 , 它 的 中 心 化 子 是 全 测 地 平坦 子 空间 . 那么 , 存在 一 个 全 测 地 的 
p 一 等 变 映 照 

附注 KF po 的 条 件 可 推广 为 Labourie [L] 意义 下 的 可 约 性 . 为 证 明定 理 
1, 我 们 从 一 个 po- 等 变 的 调和 映照 


p:M > Ñ 


开始 , CT 和 p(T) RETH, 余 紧 离散 的 时 候 ， f 的 存在 性 被 Eells-Sampson 
[ES] 和 Alber [A1], [A2] 所 证 明 . 在 更 一 般 的 情形 被 Jost- 丘 成 桐 [JY3] 以 及 
Labourie [DL] 所 证 明 , 更 早 的 还 有 Diederich-Ohsawa [DO], Donaldson [Dn] 和 Cor- 
lette [C1] 等 人 的 结果 . 如 果 N 也 是 对 称 空间 G'/K', 关于 po 的 条 件 意味 着 po(T) 
是 G' 的 可 约 子 群 .Labourie [L] 对 N 定义 了 (Ñ) 的 可 约 子 群 的 概念 , 正如 定 
理 1 中 所 用 的 , 如 果 p(T) 在 他 的 意义 下 是 可 约 的 上, 存在 性 结果 仍然 成 立 ) 定 
H 1 也 就 从 下 列 定理 得 到 . 


定理 2 设 M 以 及 NN 同 定理 1，p: [一 J(N) 是 同 态 . 那么 , 任何 p 一 等 
变 的 调和 映照 
f:M—N 


是 全 测 地 映照 


定理 2 的 证 明 将 基于 引 理 1. 

KRM 为 工 的 基本 域 就 可 将 引 理 1 应 用 于 定理 2 的 情形 . 引 理 1 证 明 中 的 
分 部 积分 取决 于 f 的 p-- 等 变性 . 然后 , 要 寻找 适当 的 , 使 (5) 式 的 左边 是 非 
fA), 或 甚至 是 正 的 , 除非 fas = 0, 而 同时 它 的 右 端 是 非 正 的 . 这 样 , 我 们 要 寻 
ted, 使 


2 >》 Rapys\ fas, fay) 之 —M fap, fas) (6) 
aByd 
>》 RapyoRngys (fas fn) > -A X Ran( (fas fn)» (7) 


aßbyån an 
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>》 Rapys(R (fy, Fa) fe, fa) < —MR( fas fo) fo, fa). (8) 
aByé 
正如 [M; §9], 
> Ragys (fas, foy) > Àl >》 (fap, fap), (9) 
aByd aß 


其 中 对 Hermite 情形 Xi 由 Calabi-Vessentini [CV] 和 Borel [B] 所 计算 ( 见 [M; §9] 
中 的 表格 ), 其 余 情形 由 Kaneyuki-Nagano 所 计算 [KN]. 
Od, 为 M 的 对 称 获 盖 空间 MI 的 结构 常数 , 妈 


[Xa, X8] = 2 cfg Xa (10) 


其 中 M =G/K, 且 对 应 的 李 代数 分 解 为 
G=k@p 
UR p WEE Xi, Xm, k 的 基 Xm,41,… ,mik 满足 
B(Xq,Xe)=6ag,  O,8=1,...m 
B(X), Xp) =—-Orxyyp, AW=M+1,...m+k 


这 里 B 是 9 的 Killing 型 . 在 下 文中 , 这 样 的 基 称 为 Kiling 型 的 单位 正 交 基 . 


(11) 


1 
> Capeyp = zion (12) 
局 ,入 
并 且 
Rapys = ~ Le Capes (13) 


由 于 [p,p] C k, 在 前 面 公 式 中 ， A 的 变化 范围 仅 从 m+1,---,k, W aß € 
{1,---,m}. 特别 地 , 对 Ricci KE, 我 们 有 
Rag 一 -5 dap. (14) 
设 
k=zBkiDB...Bh, 
其 中 z Æ k 的 中 心 , 而 i,… , ky 是 单 理 想 . 关于 这 个 分 解 我 们 取 & 的 基 (X), 
即 每 个 X、 包含 在 其 中 一 个 分 量 中 . 那么 ,对 XEki,i=1,...,1 且 0<a<l 


> àgh g = Qiĝ)p- (15) 
a,b 
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对 X EZ 
N àgh g = Op. (16) 
Qo,B 
为 记号 整齐 起 见 , 我 们 有 时 置 ko = z; ABA, 在 中 心 z 4 {0} 时 ，ao = 1; 当中 心 
z 为 零 时 ，ao = 0. 我 们 还 令 i = 0,… ,1, 根据 (12) 有 


>》 capcng -一 biden (17) 
B,X, Eki 
H l 
1 
>, bi = 5. (18) 
1=0 
我 们 计算 
2_, RagysRneys(fosfn)= >》 cdgersch acts (fos fn) 
aByon aBydn (19) 


= ` aibi(fa, fa) = -2X aibi ` Ran\fas fn); 
CQ? ? an 
其 中 , 我 们 用 到 了 14). 我 们 令 
| 
w=2》 aid; (20) 
i=0 
BBA, 对 和 = 我 们 有 等 式 (7). 下 一 节 将 证 明 对 和 = 等 式 (8) 仍然 成 立 . 根 
据 Matsushima [M] 和 Kaneyuki-Nagano [KN] 的 计算 , 有 
> 一 2 和 1 如 果 (G/K) 的 秩 2 2, (21) 


二 一 2 和 1 如 果 (G/K) 的 秩 =1. (22) 


如 果 G/K 的 秩 > 2, 我 们 可 在 (5) 式 中 取 入 满足 -入 < A < pw BM (6), (7) 和 
(8) 得 出 , 对 所 有 a, 8 


fag = 0. (23) 
并 且 也 有 
S Raa (fas fo) = 5 (R(fo, fa) fis Fa) (24) 
aß aß 
由 于 我 们 用 测 地 法 坐标 ，(23) 等 价 于 f 是 全 测 地 映照 . 
这 就 证 明了 定理 2. 


作为 一 个 应 用 是 下 列 Margulis [Mgl] 的 结果 . 
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推论 1 设 下 同 定理 1; 设 如 是 半 单 纯 非 紧 具 离散 中 心 的 李 群 op:T 一 万 
是 具有 Zariski 稠密 像 的 同 态 . 那么 ， p 能 延 拓 为 G 到 五 的 同 态 . 


从 定理 2 推导 推论 1 是 标准 的 . 

WR G/H 的 秩 为 1, 仍然 得 到 (9) 中 的 等 号 成 立 . 除非 G/H 是 实 双 曲 空 
E, 仍然 能 导出 结果 ; 它们 也 将 在 下 一 节 分 别 给 出 . 

特别 地 , 可 导出 Corlette 的 定理 : 


定理 3 定理 1, 定理 2 以 及 推论 1 的 结果 对 G/H = Sp(p,1)/Sp(p) x Sp(1) 
以 及 双 曲 Cayley 平面 也 成 立 . 


我 们 的 方法 也 适用 于 p 一 adic 群 的 表示 , 并 可 得 到 下 列 Margulis [Mg1] 的 


结果 : 
定理 4 R M=G/K AAT ARRA 1. 设 对 某 n EN 和 某 素 数 p,p:TT-， 
SL(n, Qp) HEA. 那么 , p(T) 在 SL(n,Q,) FARKA E. 


WEAR 设 X 是 联系 于 SL(n,Q,) 的 Bruhat-Tits 的 欧 氏 建筑 . 如 [GS] 文中 
Arik, SL(n,Q,) 等 距 地 作用 于 X, 并 且 存 在 po 一 等 变 映 照 


g: M >X. 
由 于 p(T) 或 在 无 穷 远 处 无 不 动 点 , 或 是 某 全 测 地 平坦 空间 的 中 心 化 , 那么 , 如 
[GS] 文中 所 证 明 的 , 存在 po- 等 变 的 调和 映照 

f:M 一 X, 
并 且 ， 这 个 调和 上 映照 具有 足够 的 正则 性 以 确保 能 应 用 引 理 1 的 Bochner 型 公 
式 , 请 见 [GS; 86]， 所 以 运用 定理 2 的 讨论 ，f 一 定 是 全 测 地 上 映照， 如 [GS; 


定理 7.4 的 证 明 ] 中 的 观察 , 任何 这 样 的 全 测 地 映照 是 常 值 映照 ， 所 以 , 对 某 
pe X, f(M) =p. 这 意味 着 p(T) 包含 在 p 的 迷 向 群 , 紧 致 群 中 . 


正如 定理 3, 我 们 的 方法 又 可 应 用 于 Sp(p,1)/Sp(p) x Sp(1) 以 及 双 曲 Cayley 
平面 , 从 而 证 明 Gromov-Schoen 的 定理 [GS]: 


定理 5 定理 4 的 结果 对 
G/K = Sp(p,1)/Sp(p) x Sp(1) 


以 及 双 曲 Cayley 平面 也 成 立 . 
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定理 4 研究 了 到 联系 于 SL(n, Q) 的 欧 氏 建筑 的 调和 映照 . 对 于 到 PK 
络 复 型 (定义 见 [GS]) 的 调和 映照 更 一 般 情形 , 上 述 讨 论 也 成 立 , 由 此 可 证 明 到 
这 类 空间 的 p 一 等 变 的 调和 映照 是 常 值 , 只 要 G/K 以 及 T 如 同 定理 1. 
§3. 不 同情 形 的 讨论 


这 一 节 我 们 证 明 (8) 对 A = u 成立 , 其 中 由 (20) 所 定义 . 为 此 , 要 分 类 进 
行 讨论 . 我 们 , 也 要 给 出 秩 1 对 称 空间 几 种 情形 中 (5) 式 的 进一步 推论 . 
先 从 一 般 观 察 开始 . 令 


Paps = —(R( fa, fa) fs, fy); 
其 中 RÆ N 上 的 曲率 张 量 .，R 的 性 质 蕴 涵 着 
引 理 2 Pogy 满足 . 


Papys = — Peays, 
Paps 一 Pasa, 
Papy6 + Pov 63 + Po6 By = 0. 


如 果 N 有 非 正 曲率 算 子 , 那么 ， 书 在 下 列 意义 下 是 半 正 定 的 : 对 所 有 a, B,7,6, 
2PaB-y6 < Papap 十 了 755: 


附注 引 理 2 关于 PP 的 结论 仅 在 于 像 流 形 曲 率 张 量 的 性 质 , 而 此 性 质 是 下 
文中 用 到 的 唯一 性 质 . 所 以 , 代替 N 非 正 曲率 的 假定 , 只 要 


—(R(fa, fe)fs, fy) 
具有 引 理 2 描述 意义 下 的 半 正 定性 . 
3.1 我 们 考虑 k 是 单纯 的 情形 
对 所 有 A, p 以 及 0 <a < 1, 我 们 有 


` cà gCh = rp. 
œ, p 
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` RaBys Rneys fa, fn) — ` cha chachgch sl fa, fn) 


aByån aßByð 
= —@ Ran fa; fn) 
œn 
由 于 结构 常数 cag; A=m+1,:--,m+k, BRIE CARH a, 从 Schwarz 
不 等 式 得 到 


— >》 RapysPapys = 》 crgcrsPaays < a) | Papas: 
aByd aByoA a, 


这 就 是 所 要 的 估计 . 
3.2. 我 们 研究 k 不 是 单纯 的 , 但 是 它 的 导 理 想 是 单纯 的 情形 . 那么 ， 


k=z@ ka, 
其 中 ki = |k, k] 是 单纯 的 , 并 且 中 心 z 是 1- 维 的 . 我 们 取 基 X、 使 


Xm+1 EZ 


Xm+2; e.. Xm+k € kı 


并 使 矩阵 (COB) pnt om 有 形式 
0 1 0 
-10 
t 7 (2.1) 
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由 于 adp Xm 是 反对 称 的 ( 见 [IM; §5]), 上 述 基 是 可 以 取 到 的 . 我 们 计算 得 到 
` Ropy6Rnpys (fa; fn) = a C28 C46Cn C45 (fa, fn) 


Ca 人 
一 (c age epg +r ay Se c (fa, fn) 
aBn 
= (1 一 ai)cx5 C cmg (fas fn) ~ 2am (fa, fn) 
an 
-(=( T a1) + a1) 2 Rom Far fr 
一 (=a — ay) + ay /2) S (fa, fa) 
这 样 我 们 有 


(1 ) 
= — — Q1) + a1. 
H 1 1 


其 次 , 又 由 于 ateni! cmt? ... omtk 是 正 交 的 且 有 相等 的 平方 模 o 


2 RopysPapys = ` cag Cha Pass 
OQ...., Ce..0 


= >》 (lL-a ety cm Pagys + 2 (megh en mrt Yes mt amti) P ica 


< ` (1 — areng Crs cmt P aßBys 十 EaP 
M,...,0 QB 


我 们 采取 下 列 记 号 :对 a =1,:…,m 令 


那么 ， 
2 cmt cmt! Papy = — — -5 Poatyy* 根据 (2.1) 
x,y 


jes. 


= 一 L SV (Po + Pay*a*y) 根据 Bianchi 恒等式 


CS) 


S om S (Paron + Paryratyt + Paytaye + Par yar) 


am, Yy 
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合 在 一 起 , 得 到 


2 
2 Hagys Pays S (= (1 =a) +a) 2 Papap = H $ Papag 


o PETET a, 3 a, 3 
这 就 是 所 要 的 估计 . 
3.3. 我 们 研究 SOo(p,q)/(SO(p) x SO(q)) 的 情形 . ERZ so(p,q) 是 型 如 
vey 
yt y" 
的 矩阵 的 空间 , 其 中 zz 分 别 是 (p x p) 和 (a x q) 的 反对 称 和 矩阵 ，y 是 任意 
(p x q) FAR. 


李 代 数 so(p,q) AY Killing 型 为 
B(M,, Mo) = (p 十 9 一 2)Tr(M, Mə). 
设 EY 是 在 x 行 与 y 列 交叉 人 处 为 1 而 其 余 均 为 零 的 矩阵 . + 


1 
Xij = = (E” + EB") Xf i=1,...,p, j=pt+1,...p+a 
2(D 十 4 一 2) 
1 ye toe 
Xai = 一 一 一 (Bo - BY") Xf a’, b’ =1,...,p,a < b', 
2(p +q — 2) 
1 E NA rt _ E i 
Xav = -天 一 一 一 (2 o peoa ) Xf a”, b” =p+1,...,p+q,a" < b", 
2(p +q — 2) 


那些 矩阵 构成 下 列 意 义 下 B 的 “单位 正 交 ” 基 ， 
B(Xij, Xk) = ĝikôjl, 
B( Xap Xera) 一 —Oa'e! Obi d's 
B(Xapr, Xerar) = — Âa o Oprar, 


Tt ABR ARAB 
关于 这 组 基 ，so(z,9) WA Be 


AA =(p+q- 2)Tr([Xi;, Xpi|Xa'b’) 


1 
= —— 651 (5 0 004 — Oni Ook) 
\/ 2(p + q— 2) 
ou be = _ i ss; (0 vt 0 wn — 0 tI .0 tt ) 
ij, kl ik \ Ya" lOb" j a" j Ib”). 


2(p + q — 2) 
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住 下 , 关于 i,k,m,7,v 作 和 将 从 1 到 p, 而 关于 j, l, n, s, w 作 和 将 从 p 十 1 到 9， 
而 天 于 a,b WM 1 到 yp, KF a”, b” WWM p +1 到 q, ERF a <b, a” <b. R 
们 算得 


a'b! d'e q 
>》 CSN = ———s baa Ste, 
a” b” ode /7 p 
C 一 — Â 1 nO Hel, 
DM 17,kl 站 十 0 一 2 ° be 
17 
1p! Ade 1/ 
` Ciz, kl ij,kl 一 0, 
ijkl 
5 cb ,ceb ,= Pl e, 5, 
t7, mn, T 加 NVM) 
,2 pta) 
ab" , ab” df 一 1 5 5 
` Cij,kl © mn,kl 一 加 gnlim-: 
av TATEN 
4 
ptq-2’ D 十 9 一 2 
站 -pp 9-- 
2(p +q- 2)’ 2(p +q- 2) 
日 注意 到 - 
bi 十 02 = = 


SOo(p, g)/(SO(p) x SO(q)) 的 曲率 张 量 为 


a ‘pl ab" n a” b” 
Rij,kl,mn,rs — -( ) c egien, rs 十 ) c Cij,kl mn te) 


a! <b’ a" <b” 


特别 地 ，Ricci 张 量 为 


1 
Rij kl = — 5 0ik O51: 
我 们 记 
fij = Xi (F). 

我 们 有 

q(p — 1) +p(q-1) 

Rij mn rs Puw mn rs\Jiji Juow)] = ay... VD fis, fij 
>a j,kl,mn, skl,mn, (Jij f ) 2(p +q — 2)2 F J j) 
ee 
一 Dr Oo Rij ,UW 17 VW) 


1jJUW 
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内 此 ， 
glp- 1) +p(q—-1) 
p+q—2 a1b1 十 20202 
` Ci Pace, rst ig, kl,mn,rs 
i,...,8,a' <b! 
1 
— 57. Ôj Ons Og! Opi 一 Oa'idb Oat r Ob! — 0a'm9 /7 
Wargo XW ql ( k 9b Ook) ( b’! m b ) 
1 
= 一 一 一 一 一 一 0510ns(OkrOim(1 — fikômr) — OkmOir(1 — ip 0 
ETERS ql s (Ok ( kOmr) k ( k )) 
1 
Ay (P; nkj in,kn 一 P; kj, kn,in 
2(p + q 一 2) ` J, RJ 7,K) ) 
1 
~ 5 2 Pij kj,il, kl, 
p+ d 2 h 
并 且 
a” b” a” b” 
`S Ci kl Cmn rst is, kl,mn,rs 一 ` Pij, il kj, kl- 
i... 8a <b” prq— 2 ijkl 


根据 Bianchi 恒等式 
Pij, kjil, kl = Pijilkj kl + Pi kUil kj. 


WA 
> 一 》 一 > Pij avipil + Pij,klil,kj» 


ijkl ijk ijl 
并 且 
Pij pLilk; = ` Pij kl,il,kj- 
ixk,jAl 
从 前 面 的 公式 , 我 们 得 到 , 对 任何 AER, 


) Rij, kl mn rs Pij, kl,mn,rs 


1.2458 


a” b” a b” 


— a'b’ „a'b 

E > (ex klĈmn Ts + Ci kl Cmn rs) Pij nlmnrs 
— na P + i P ) 

一 jk j,il, kl j,i kj, kl 
ptq—2 ij,kj,i ij, il, kj 


1 
DPrd 2 


(1 — ) 5 Fij kj,ij,kj — (1 一 入 ) ` Pij it,ij,it + (1 — A) Êi kils). 


ijk ije 
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由 于 Pijkimn, i EF EEN, 


) Pij,kj,il,kl Sq X Pij kj,ij, ki 


ijkl ijk 
) Pyjil,kj,kl S P X Pij ilijil, 
ijkl ijl 


A A 


Pij,klil,kj < Pij,klij,kl- 


对 0 < 入 << 2, 我 们 得 到 


一 Rij klmn,rs Pijklmnrs 
1 
piq? 7—2 (( q+ ) X  Pijikj,ijkj + 


ijk 


((2-—A)p+A-1) ` Pijivijil + |1 — MÊ rninil ) 


ijl 
A 
p+q-2 
那么 O< A <2, 并 且 ， 
2D4 一 D 一 4 
`q + (1-—A) = 一 一 一 一 一 ， 
(p+g—2) 
2pqg—p—4g 
2—-rA)p+rA-1= 一 
(p+g—2) 
1 AI< 2D4 一 D 一 0 
(p + q — 2) 
我 们 得 到 
_ ` Rij kl,mn,rs Pij,kl,mn,rs 
| A 
l = N Pik i ki + 》 Piva + Pruisn ) 
2 07, 07,17, KI 07, 06,%), J, Kb,U7, 
(p+ 2) ijk ijl 
= u ` Pij kl,ij,kl- 
ijkl 
这 就 是 所 要 的 估计 . 


在 SOo(p,9)/SO(p) x SO(q) 的 情形 ，(9) 中 的 等 式 仅 意味 着 
faa = 0. 
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但 是 , 由 于 f 是 调和 的 , 这 总 能 得 到 . 这 种 情形 不 能 也 并 不 期 望 得 到 进一步 的 结 
论 

3.4. 我们 研究 

SU(p, q)/S(U(p) x U(q)) 

的 情形 . 李 代数 su(p, q) 是 型 如 
A’ B 
B A" 
其 中 A, A” APH (p x p) 以 及 (q x q) 的 反 Hermite 矩阵, H. Tr(A’ + A”)=0 
而 B 是 任意 复 矩 阵 . 

su(p,q) 的 Killing 型 形 为 

B(M,, Mə) = 2(p + qìtr(Mı Mə). 


ERE Bey 的 定义 同上 . 


今 


Z 生成 s(u(p) Xx u(q)) 的 中 心 . 对 a,b 一 1, t’ P, a’ 天 b 


1 
Xo: = ———Z, 
(p + q)v2pq 
1 fl feof 
Xap . 一 (Et -本 ), 
2/p+q 
Yow :一 (zB 十 Bye’), 
2,/p+q 


对 a”,b” = p 十 1,… ,Pp 十 ga £b", Xan Yangi 的 定义 是 类 似 的 ， 对 a = 
1, ce yp 1 有 


a! 
. / 
X , -= a (= SES _ Be Te +1) 
a’ .一 . 
c=] 


V2(p+q V +1 a! 
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对 a” =p+l,-::: »pt+q-l, 类 似 地 有 Xar. ABZ , A Me Xat, Xa'bs Ya'b! 构成 su(p) 


1 . 7 
Xu = ypy E” +E”), 
Yj = 二 一 (BE — Ei). 


所 有 前 面 的 矩阵 一 起 构成 su(p,g) 的 单位 正 交 基 . 我 们 现在 来 计算 关于 这 
组 基 的 结构 常数 . 带 有 -的 指标 将 与 Y -和 矩阵 相关 , 否则 与 XX- 和 矩 阵 相 关 . 这 样 ， 


c2 tr = 2(p + q)Tr (| Xiz, Yki] Xav ). 


我 们 得 到 


/ 1 ILF 
cob . — Âr) = LL- 
Cig, kl 一 = gyp git Ow Oe 0ia Okb ) CURD? 


a” b” 


1 
C- = —_——— 0; 0 m O10 — Ô. 10 n} = ch ， 
ij,kl 2./p+q i ( jb” el ja” Clb ) = ij,kl 


sy —] 一 AT 了/ 
a5 ab 
“ijkl © 9 pg Vp Fg” (ke bib’ + Oia’ Okb’ ) = — Ci; gL 
FILIN —] — a’ b” 
a b = ab 
“ijkl ~ 9 peg Hag Oir (bjor Pra” + jar O16") = — Cis kI > 


/ —] q! 1 / 
a 一” 一 一 一 一 一 一 一 —— Â: 一 一- 一 。 一 Ô / 7 = 一 a 一 一 
J/Aptqg Ver! on j 2, Picdke Aisa’ +10k0 +1) “ig kD 
Cis kl 一 Joa F q) Val nay Six ( ale J 0jicolc — Ôj, a! +101, wi), 


c=p+1 


Ci kl’ 


1 
Ci kl 一 Japa n 一 Ci ED 
TEP, 关于 i,k 作 和 将 从 1 到 p, 而 关于 j, l 作 和 将 从 p+1 到 p 十 gq, 而 天 
F a'b WA 1 Bp —1 HRF b >a, KF a", b” WAM +1 Bp t+q—1, (AR 


b” >a". Xf a’ £b 


a b’ a 8/ ; 
N LGA Cae l + cf. Fic rr) = — + gq . =: A, 
ijkl 

a’ a’ a! a! _ q 加 
S (ci kI@ij, EL 十 Ci7, kl Ci kL) = —— = a1, 


ijkl | l p+q 
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XT al 天 b” 


a” b” ab” ab" ab” B p o 
》 (ch kl Cij,kl 十 Cr kI CIJ KI ) = Dtg 7 一: Q2， 
ijkl 
a” a” a” a” _ p 
S (4 ret ar + CIJ, kI CI kl) 一 p+q q = a2, 
ijkl 
0 0 0 0 a 
CR on + Ci pCi py) = 1 =! ao. 
ijkl 


(最 后 的 方程 也 可 从 一 般 的 群 导 出 , 因为 Xo 生成 s(u(p) x ulg) 的 中 心 .) 并 且 ， 


/ 
a'b 


a’ / a’ b’ a’ b’ a’ a’ 
(cae n + Cij,kl “mn, kl + 0% IC am Kl) 
k,l,a’ <b! 
_ 9jn%im (p-1)(p+1) _ 
2(p + q) p 
a” b” a'b” ab" al’ bi a” a"! 
> | Cij,kl Cmn,kl 十 Cij kI Cmn 大 十 08 kOn KE) 
k,l a” <b" 
ojnoim (q—1)q+1) _ 


一 一 一 一 一 一: bo, 
2(p +q) q ° 


: by, 


那么 ， 
2bo 十 201 + 202 = 1, 
这 也 可 从 一 般 的 群 导出 . 
SU(p,q)/S(U (p) x U(q)) 的 曲率 张 量 分 量 被 下 式 给 出 


a'b’ a’b’ ab” a” b” 
Rij,kl,mn,rs — -( ) } Cij,klmn,rs ta ) | Ci7 Cmn,rs ? 
a 


al<b/ a” <b" 
a’ 7 a” Lad 0 0 

Rij kLmnrs = — ( ` Cij kIEmn,F3 十 > Cij, KICmnrs t Cr SF. 

根据 (19) 
` RapysRngys (fa; fn) 一 —(2agbo + 2a 6, + 2a2b2) ` Ran (fa, Ín), 

M,...,7) QO, 

而 
2(1 + pq) 


u := 2aobo + 2a1b1 + 2a2b9 = . 
(p +q)? 
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利用 对 称 性 , 我 们 得 到 
0 0 
-RP = ` Aci, ErCmn,rs {ij,kLmn,rs 
ijkl 
py! ‘p! 1p! 1p! " 7 
+ { > (cij kt Cmn,rsPij,kl,mn,rs + Cis klema, rst aj ,kl,mn,rs 


ijkl,b’ >a! 


a'b’ a/b’ a’b’ a'b Ea (4.1) 
十 2Cij Kimi, rs Tij,kl, NN,TS + Act kiCmn rat ij, kl,mn,rs) 


X a’ a’ _ X | 
+ Aet pretn raPij klmnrs | + { Tees } 
ijkl,a’ ijkl,b” >a” 


=! o|| Pol] + a1|| Pil + aal| Pall, 


/ 


这 里 , || Pol| 是 到 由 2, 起 张 成 的 空间 的 投影 的 长 度 , 而 ||P || 是 到 被 0228, 02g 
张 成 空间 的 投影 的 长 度 , 对 应 将 a, HR a,b” 就 类 似 得 到 |P]. BBA, 


X (Piki ijet + Pa 3033 00 + 2Pi klak = PI = Pol + Pill + Pall, (4.2) 
ijkl 


我 们 希望 得 到 不 等 式 
-R-P < nllPl, (4.3) 
或 等 价 地 ， 
Qo||-Po|| + ollPl + aa] Pel| (4.4) 
< (2boao + 2b1a1 + 2b2a2) (|| Poll + |] Pil] + IP21). 
我 们 已 有 
Qo = 1, 
[一 -~ 
pt+q 
,一 -了 
p+q 
1 
bo 一 六 ) 
2pq 
b, = 1 (p-—1)(p+1) 
2(p + q) p 
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不 妨 假设 
q 之 了 
我 们 有 
p 2 
Qol| oll = >》 40, EICmn Fs sh; j,kl,m N,TS = — Fi I3, kl kI 
ijkl pq ijkl 
‘p’ a'b’ a'b a'b 
` (ci kl mn, rst ij, kl,mn,rs 十 ... 十 dei ErCmn,rs Tij, Elmn,rs) 
i7kl,b/ >a!’ 


1 


= SL Pij, kjilkl + Pa izak + 2P; I 
rat a J ,KR ij, kj il, kl ij, kj il,kl 


(4.5) 
+ 2P;j 65 anki + 2Pi3 bj klit) 一 Srono) 
tjk 
` ACi; ErCmn,rs ij, klmnrs 
ijkl 
1 l 4 
= z ED Paaa D Poa) 
tj,tj kj kj 17,2I ,kl, kl f> 
2(p + q) ijk p ijkl 
BLA, 
1 
ai||Pil| = =—— ( Fi, kjil, kl + P55 65 aki 
| 2(p 4 ) 2 J,®J tJ, kj, lkl 
+ 2P 5 piL ET + 2P 5 kjaki + Pig E37, Kit) — pep SP 1j,17,kl,kl° 
ijkl 
(4.6) 
类 似 地 ， 
1 
ag||P2|| = pte ` (Pa + Pry ED, ET + 2 Pi kj, RT 
ijkl 
" (4.7) 
+ 2Pyyat eget + Piai) 一 7 SP ij ij kl, kT: 
q(p + CET Te 
特别 地 ， 
— R- P = ao||Po|| + a1|| Pil] + a2 Pal 
1 
“dro ` {Pingjinn 十 Fijil kjkl + Fiz kzat, EL + Pry L.ED, RI 
ijkl (4.8) 


+ QP 55 ejat ET + Pi i ET, ET + DP kaa kt + 2P ig aL kj kI 


+ 2P, kz eiat + 2P ai. 
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AA a Xar 以 及 Xar 生成 的 su(p) 和 su(q) 的 Cartan 子 代数 
根 空间 分 解 的 方法 得 到 . 
我 们 已 经 有 H= At Py Wyv= IETA) 并 且 设 


(p+q)? ， 


Li(p)= > (Pa + Pijil,kj,kt + Piz ag ated + Pig iL ET et + 2 Pi pj IE 
ijkl 


+ QP 55 aka kt + 2P i565 ate + Pi 3 pj ET + 2? £7, anann) 
L2(p) 一 ` Í Pijl, + F3, klij kI t 2P;;, klij, ar}. 
ijkl 
X, Lo 是 所 有 截面 曲率 项 的 和 . 对 任何 正定 ( 半 正 定 ) 曲率 张力 P, 我 们 必须 
证 明 
Li(P) 和 pL2(P), (4.9) 
或 等 价 地 , 对 任何 这 样 的 P 证 明 


假定 L 在 半 正 定 曲率 张 量 的 凸 锥 C 和 模 的 曲率 张 量 集合 的 交集 上 取 极 小 
E. 我 们 想 证 明 这 个 极 小 值 为 零 并 且 在 对 应 于 M 的 恒 等 映照 的 张 量 Py 处 达到 
(> k = 相应 的 Po 的 模 ). 由 于 大 多 数 分 量 为 零 , 如 所 有 i, j, k, | 都 不 同 的 分 量 ， 
Py 落 在 C 的 边界 上 . 

因为 工 是 线性 的 ，C+ EDW, 只 要 说 明 的 任何 不 离开 C 的 变 分 将 保 
持 工 非 负 . 为 了 验证 这 点 , 我 们 来 研究 在 L 和 Lo 中 各 项 变 分 的 影响 . 首先 将 
用 (4.9) 的 不 等 式 列 出 来 , 看 来 它们 对 恒 等 映 照 是 比较 精确 的 . 

根据 Bianchi 恒等式 以 及 正定 性 


ao|| Poll = 一 LE Py kl,kl 


q ijl 
2 
= pq ( S (Pas. kLIK 十 Pi 0,61,33)) 
ijkl 


1 4.10 
< 一 >》 (Pas nt,igat + Pi grag et + 2Piy, 604,50) (4-10) 
Pq ijkl 
29 
1 
= 一 | 
pq 


= 2bo||.P||, 
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根据 Bianchi 恒 等 式 ， 


Fij,kjil,kt = Pij il kjikl + Pij,klil,kj, 


Piz kj at, ki = Piz akg kI + Piz ELIL ER) 


Fij k3 ikl 一 Fij il, k3,ki kl + Pij kl,il, k7» 


Pi; k3 kial 一 Pij iL kl,kj 十 Fi; kl,kj,il> 
所 以 , 对 AER, 


Di (P) 


= =) 1A Fij, pjsil kl + Piz kzat, ki + 2P is nj a + 2Pij k3 a kT + 2 P35 k7 kia) 
ijkl 


+ (2 — A) (Pijit, kjkl + Pisa Ej, kI + 2 Py Bj, ET + 2P 5 i key. grt 2P,, a7 kik) } 


十 (1 一 ad ` Pij kj,ij,kj — ` P;j,il,ij,il + ` Pij,kl,il,kj 


ijk ijl i#k,jAl 
+2) P ij,kj,tj,kj ` 2 》 P ij,il,ig,al + 2 ) | P;j j kL il kj 一 2》 Pi titi; 
ijk ijk tÆk,jÆl 1,7 
+) PB -2 Paagat XO Pyar +2) Pauy 
ijk ijl i#k,jAl ijl 
+2% P D fiji + 2 3 Pika k t2) P ij il ij,il 
ijk tÆk,jÆl ijl 
+2 > P ij,kj,kj ij T 2 > Pij ni} 
ijk i k,j#! 


=: ALi (P) + (2 — A)LY(P) + (1 — AJLI (P), 


FEN Bainchi 恒等式 ， 
T 一 一 os . a < oe 。 a. 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
P)= 3 Fij, kj,ij,kj 一 》 Pijilijil + ` Pij kjij, RI ` P35 aij il 
ijk ijl ijk ijl 
+ > 2P; ag ij,kj ) 2P; ilij, il 十 ) | (Pijs, il, kj 十 Piz kl il, kj 
ijk ijl itk, jÆl 


+ 2P;;, kl il,kj + Py kiil, k7 + 2P;;, kl kj, it) 
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那么 我 们 计算 
ao|| Pol) + a1 || Pil] + @el| Pell = ao|| Poll + Aas || Pil] + (2 — MazllPl 
2  2p+2(2- (1 — 2) (4.11) 
(= 2g PPE BO NM Spas yar + BY 1510), 
pq palp +q) 27 it) KLKL 9 (py q) 
VAN 
< 
2p 
ptq 
那么 , 根据 (4.10) , 
pq 
Aa, = (2 — Aja = . 
1= ( Jay (p + q)? 
综合 起 来 
2pq 
R-P Foll + Pil + Po 
p+ gel | + Pall + [| Pell) 
2 A(p—q)* q- 
十 一 一 P 17,1 + ———; Li (P). 
+a?! I+ pq(p + q)? dF Hid RU RL pF ap 
所 以 , 由 u= on +7 ora? 一 ,估计 
a RP 入 UP 
从 下 式 得 到 
i + oma qe meal Pij ki ig ki Pij ilijil 
FÈ”? ij ijkl,kl ip xa? 3 Jikj ij, KI > J J 
+ ` Fs R737,R7 — ` Pagat 3 2Fi; kijki 一 ` 2P galaa) } 
ijk ijl ijk ijl (4.13) 
+ X ( (Pij,kl,il,kj + Piz kl il, kj + 2P ELiLk; 
iZk,jA#l 


+ QP, 5 kluky + 2Pijki kz at) S 
这 个 不 等 式 对 恒 等 映 照 也 是 精确 的 . 
因为 
2(2 一 A) Pas aj aad + 2AP 5 akika + (1 A)Pijkjijki — (1 — A)Pig ata, 
+ (1 — A) P35 ag — (1 — A) Pap aa at 
+2(1-—A)P 2(1 一 A)P 
S Pi ppijki + Pa kag, k + Pika + Piili + Pr Laat + 2Pijiliji 


ij,kj,ij,kj7 ij il ij il 
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(4.13) 也 意味 着 
A(p—q)* 
P.. 
pq(p + q)2 ` ij ij,kl,kl 
pq(p + q) ka 
pia? Tp Fo (de Pakis + Pos gy + 2P Ei 
ijk 
+ > Pij,il,ij,il + Pz, il,ij,il 十 2P;;, il, ij, it) 
ijl (4.14) 


q—P 
+ 5 a Dd (Pig,tiyit,eg + Po gra 3 
(D+ a) Aja 


oe ag EO uias t Poega) 


-p FÀ” ijij kjkj rE 2 Piisi < < 0, 
它 对 恒 等 映照 也 是 精确 的 . 
我 们 要 证 明 的 估计 是 


1 
olo L o) >》 {Pj kj,il,kl 十 Fi;, il kj,kl + Ps kj,il kI T ij,il,kj, ki T 2 Fij kj il, kt 
(p + q) ijkl 


0 Pamat Burma Pac) (4.15) 


< ae dP ig kl ig,kl 十 Piz kia, et + 2P 5 klij ki) 
它 从 (4.13) BR (4.14) 得 到 . 
所 有 那些 估计 对 恒 等 映 照 都 是 精确 的 , 我 们 来 证 明 关 于 恒 等 映 照 的 张 量 P 
的 所 有 不 离开 锥 Cy 变 分 至 少 保持 三 个 不 等 式 中 的 一 个 , 特别 地 ，(4.15) RF, 
这 就 是 所 要 的 估计 . 
我 们 必须 研究 几 种 类 型 的 变 分 : 
i) XF i Æ k, j Al |Pij,gjilkl| 的 递增 性 : 根据 正定 性 ， 


1 1 
[Pij gjilkl| S 5 ijkjij,ki 十 5 Pil, lil kl 


由 于 它 对 恒 等 映照 是 精确 的 , 为 了 不 离开 锥 Cp, (Piei) 的 增加 必须 和 截面 
曲率 项 的 增加 相 匹 配 , 由 于 人 > > , 而 使 (4.15) 是 严格 的 . 另 一 方面 , 我 们 看 到 
这 样 的 项 在 (4,13) 和 (4.14) 中 不 RE, 所 以 , 它们 的 增加 不 影响 那些 不 等 式 . 这 
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后 一 观察 对 像 Paap EAk j ALM. 用 这 种 方式 , 我 们 处 理 
本 含 四 个 不 同 指标 的 所 有 项 . 

ii) 由 于 u > v, Pijkjijkis Py 7787 (i A k) 等 项 的 增加 使 (4.15) 式 右 端 比 
Fe sro HSE EER. 所 以 , 这 样 的 增加 使 (4.15) 成 为 严格 不 等 式 . 

iii) Pijkj,ij,kjs Pij kaak (Ak) 等 项 的 增加 使 (4.14) 为 严格 不 等 式 . 

iv) 已 ; pj37.87 等 项 在 (4.15) 中 不 出 现 . 

v) Paisg 的 增加 使 (4.13) 为 严格 不 等 式 . 

vi) Pagua 的 增加 使 (4.15) 为 严格 不 等 式 . 

我 们 现在 已 经 处 理 了 在 (4.15) 中 出 现 的 所 有 项 . 这 样 (4.15) 被 证 明了 . 

这 是 所 要 的 估计 . 

对 秩 1 对 称 空间 , 即 p 或 g 为 1 时 我 们 来 确定 (9) 中 等 号 成 立 的 情形 . 

下 列 结 果 是 [S] 的 特殊 情形 , 但 我 们 这 里 还 推导 它 , 因为 类 似 的 推导 将 导致 
四 元 双 曲 空间 或 双 曲 Cayley 平面 的 商 空 间 的 更 强 的 结果 . 


推论 2 从 SU(p,g)/SU(p)xSU(g) 的 紧 致 商 空 间 到 非 正 曲率 算 子 Riemann 
流 形 N 的 任何 调和 映照 是 多 次 调和 的 . 


正如 [C2] 文中 所 说 明 的 ， 的 曲率 条 件 可 减弱 到 [S] 和 [C2] 中 发 生 的 那 
些 情形 . 我 们 要 指出 上 述 推论 导致 Mostow 的 对 复 双 曲 空间 紧 致 商 空 间 的 刚性 


定理 . BN, 如 果 像 流 形 也 是 复 双 曲 空间 的 一 个 商 空间 , BBA, 任何 在 某 些 点 的 秩 
至 少 为 3 的 调和 映照 必 是 全 纯 或 反 全 纯 上 映照 这 是 萧 荫 堂 在 [S] 中 研究 的 最 人 简 


单 的 情形 . 如 果 出 发 流 形 和 像 流 形 有 相同 的 维 数 , 这 样 的 映照 如 果 又 是 同 伦 等 
价 AA, 并 且 丘 成 桐 的 Schwarz 引 理 的 Royden 形式 ([IRI，[Y]) 就 


推论 2 的 证 了 明 
我 们 用 全 纯 法 坐标 系 z1,…. ,z™. 我 们 只 要 考虑 p=1 或 g9=1 的 情形 , 否 
则 映照 是 全 测 地 的 从 而 Hessian WE. 多 次 调和 是 更 弱 的 条 件 , 对 所 有 a, 8 


fag = 0 (4.16) 


(当然 , fag := x lbs). 但 是 , 论证 对 所 有 p 和 9 都 成 立 . 现在 , (9) PA < 0 而 
M 的 曲率 张 量 当 作用 于 形 如 fig 张 量 时 事实 上 是 半 正 定 的 . 所 以 , 等 式 (9) Fe 
MÆ (4.16). 
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半 正 定性 按 我 们 的 记号 从 下 面 可 看 出 来 . 令 
1 1 
5 (Xi +Y) 45= 5 (Xi 一 Yj;). 


那么 , 指标 ij 对 应 于 Zi, 7 对 应 于 Za 我 们 必须 计算 


Zi; = 


PRs 5 F klk < fG k 
= į" ` OF aCe er SG RD fi; a) 
入 
= azn et SG av Sig m 
入 
上 述 对 结构 常数 的 公式 说 明 这 个 表达 式 总 是 非 负 的 . 由 于 Rase 4a, 5 与 6 7 
交换 时 是 对 称 的 , 这 就 说 明了 半 正 定性 . 
附注 也 可 在 (9) 中 关于 纯 虚数 的 曲率 张 量 项 直接 看 出 入 < 0, 即 


:2 入 入 
t Rg ij,kl, mij, kl; fz ki) = -> Cis 35 CkL RI Sikl fga 
入 


并 且 这 总 是 非 正 的 . 

2) 推论 2 的 证 明 以 及 前 面 关 于 SU (p, q)/SU(p) x SU(g) 曲率 张 量 的 附注 是 
属于 Calabi-Vessentini [CV] 和 Borel [B]. 

3.5 对称 空间 Sp(p,q)/Sp(p) x Sp(q) FISU (p, q)/S(U (p) x U(q)) 相 类 似 
计算 更 为 复杂 , 概念 简单 一 点 , 由 于 sp(p) x spl) 中 心 是 平凡 的 . 因此 , 我 们 给 
一 个 证 明 的 概要 , 而 将 具体 的 计算 留 给 读者 . 

我 们 将 采用 下 列 约 定 : 

如 果 i 是 一 个 指标 , > 


it =i+pt+gq, 


指标 a’, 5b’, i, k,m, 7 都 从 1 Fl p, M j, l,m, s,a”, b” 将 从 p 十 1 Bl a. sp(p, q) 
的 Kiling 型 为 


B(A, B) = 2(p +q + 1)TrAB. 
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对 sp(p, q) 我 们 用 下 列 基 : 对 a, b= a’, b 或 a”, b", 


1 十 十 
Xa = (E — EW). 
ayer qt 
1 + + 
X o = — _ poa 
= pratt | 
a + + 
at D ETETA + ); 
1 att tat 
AT (BT 本 让 
1 + p+ 十 十 
六 — —— c (i(E* + E) o i(E* b 十 E’ Q ))， 
2/2/p+qtl 
4a = 2 TT (EY + E”) = (BPS + BY), 
Yo = gyp ri E E E e), 
1 
abe = 2V2/p+q+1 (ew + BM") — (BS + EY °)) 
1 + + + + 
Y p+ — (i(E% 十 Ee ) + i(E? b | pè *)), 
2/2/p+qtl 
Xij+ = 2V2/p+q+1 (BE + BP") 十 (本 + B71)), 
1 . iit gt 。 at 4 +i 
Yat = aAa E” + FI ) 一 2 五 J 十 fy )), 


EF, 市 有 一 个 指标 a WRITERE Y. 例如 


Coat RI = 2(p + q + 1)Tr([X;j+ , Year+ | Yab). 


再 计算 结构 常数 为 
CORT = ch Kl+ = 一 Ci ht = C5, ape 
= -c ki = a apyg ie Oka’ » 
CF et = chir Oe at = cE? pp = 2/3 Jena (Fou Oib’ 一 Oia’ Okb’), 
cijo 一 Cit R= — = 一 Ci cg 和 + = kr 
— GRH ~ -ciy kE 一 a + 0iadkb). 
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对 a”, bo” 的 项 可 从 a’, 5 的 项 中 把 j, 1 5 i, k 对 换 即 可 得 到 . 这 里 没有 列 出 的 
项 或 者 根据 对 称 性 与 列 出 的 项 相等 或 者 为 零 . 


我 们 有 
a'b! de a7b7+ DEt _ q a 
Dh ca,6 二 = 2 Cas 2(p+ q+1) a'd'Ub‘e’; 
Figg = = a 
af O 2p tat) 
从 而 有 
ai 4 
2(p+q+1) 
类 似 地 
a2 p 
2(p + q+ 1) 
同样 ， 
bi = 2p+1 bo = 2q+1 
4(p+q +1)’ 4(p+q +1) 
并 且 
4pqt+pt+q 
一 2a202 三 一 一 一 一 一 一 . 
L = 2a1b1 + 2a2bo Ip tq i D? 
后 计算 
一 $ RoapysPapys 
aßyð 
1 
一 一 一 一 一 一 》 {Ppkjibkl +... + Pij+ eat itt kit + ... 
4(p 十 4 十 了 3 an I 
+2P i+ kit iit 十 
1 
tipga 4 D S {Pig il,kj,kl 十 +. + Pij+ il+,kj+,kl+ + - 


ijkl 
+ OP 5+ it 十 


这 和 SU (p,q) 时 类 型 是 一 样 的 . 

因而 , 又 和 那里 一 样 地 利用 Bianchi 恒等式 将 第 一 个 大 括号 中 的 项 与 第 二 
括号 中 的 项 相 消 . 由 于 这 里 没有 中 心 , 论证 在 概念 上 更 简单 . 由 于 论证 模式 已 清 
楚 , 所 以 就 略 去 具体 细节 . 
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对 定理 3, 如 在 3.4 节 推 论 2 的 证 明 中 所 示 ，f 的 如 下 类 型 的 二 阶 导 数 均 为 
(Xij + Vig) (Xiz — Vig) f, 
(Xij 十 5Yij+) (Xij — iYij+) f, 
(Xijt + iYi) (Xist — iYi) f, 
(Xiz+ +iYij+) (Kist — iYij+) f- 
C2, 81] 中 表示 论 的 论证 可 用 来 得 到 f 的 Hessian AE, 如 [C2; 定理 3.3 的 证 
AA 


3.6 运用 3.1 节 的 论证 , 以 及 3.5 节 最 后 的 讨论 可 处 理 双 曲 Cayley 平面 的 
情形 . 一 旦 和 前 面 一 样 的 论证 产生 了 一 部 分 二 阶 导数 为 零 , 再 用 [C2; 81] 的 结果 
来 得 到 所 有 二 阶 导 数 为 零 . 详细 论证 只 要 将 上 面 描述 的 过 程 适当 修改 一 下 即 可 ， 
这 里 也 束 从 上 略 了 . 


3.7 还 要 证 明 的 空间 是 ELN, EVI, EIX, FI, G ( 按 [He, p.518] 和 [B, 
p.316] 的 术语 ). 对 所 有 那些 空间 , k 是 两 个 单 理想 的 和 


k = kı @ko H kı = su(2) 


并 且 . ki Æ p 上 以 su(2) Æ C 上 的 标准 表示 来 作用 ( 见 [B; p.316] 中 的 表格 ). 
和 3.1 节 中 情形 类 似 地 , 我 们 可 取 基 X、, 使 


Xm+1; Xm+2; Xm+3 € Z, 


Xm+4, se ,Xm+k = k2, 
并 使 adpXm+1, adp m+2, adpXm+3 用 下 列 和 矩阵 表示 


0 1 0 
—1 0 


0 —1 0 
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i 0 0 
0 一 ? 
(ens?) — C1 
aB J a B=, m m | 
i 0 
0 0 一 ? 
01 0 
10 
m+3 — C - 
Ce asim m 
01 
0 10 


其 中 cl > 0. 我 们 有 


》 càs = —Tr(adpXyadpX,,). 
a, p 


由 于 , WA w= m+1,m+2,m4+3, 
— 5, 一 B(Xy, Xp) 一 Tr(ad,X,ad,X,,) 


= Tr(ad,X)ad,X,,) + Tr(adpX)ad,X,,) 
= Tr(adsu(z)XAadsu(z) Xp) + Tr(ad,X)ad,X,,), 


ci FEAR EAE. 
并 且 , 在 这 一 小 节 中 所 考虑 的 所 有 情形 中 不 难 验 证 , 从 而 有 


a1 之 a2, 


这 里 ，a; 是 9 的 Killing WE k; 上 的 限制 和 k; 上 Kiling 228922 (UL [M; p.318]). 
如 3.1, 我 们 计算 得 到 


` Raggy Rngyò (fa, fn) = ` (a; > cma Cc Cl + a2 > cna omer) fas fn) 


7 a,B,n ?2 一] 


Se a, — az PE mti (fa, fn) — 》  a2Ran( fa, fn) 


a, 3,7 a,n 
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一 (二 (ma — a2) 十 az) >》 Ran(fas fn) 


a7) 


= (= (a: — a2) + >) 2 a fo) 


这 样 . 我 们 有 6 
u 一 到 (al 一 az) + a2. 


和 3.1 中 一 样 


- 5 RanPons 5 (1 a0) eae" Paora + D Pago 


œ,- 6 i=1 ap 


F# AX i=1, 2, 3 利用 Bianchi 恒等式 ， 


x ortic mti ‘Pras < mi È Pasas, 


综合 起 来 ， 
6 
— `S RapysPapys < (— (a1 一 az) + a2) ` PaBaB 一 DD Papas: 
Qi, ,0 a,b œ, b 
这 就 是 所 要 的 估计 


从 不 可 约 对 称 空间 的 分 类 ( 见 [He; p.516 和 p.518]) 可 知 , 前 面 讨论 的 情形 
3.1 一 3.7 包括 了 这 类 空间 的 所 有 情形 . 
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